
Ch−¬ng 1 

C¸c th«ng tin ban ®Çu tõ lý thuyÕt x¸c suÊt vµ 

thèng kª to¸n häc 

1.1. C¸c luËn ®iÓm xuÊt ph¸t trong c¬ së sö dông 

ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt x¸c suÊt vµ thèng kª to¸n häc 

trong thuû v¨n 

Ph−¬ng ph¸p  lý thuyÕt  x¸c suÊt vµ thèng kª to¸n häc sö dông trong c¸c lÜnh 

vùc  kh¸c nhau cña thuû v¨n häc. Tuy nhiªn sö dông réng r·i nhÊt c¸c ph−¬ng ph¸p 

nµy trong tÝnh to¸n vµ dù b¸o c¸c ®Æc tr−ng cña dßng ch¶y s«ng ngßi. 

Khi thiÕt kÕ c¸c dù ¸n ®iÒu tiÕt dßng ch¶y , khi thi c«ng vµ vËn hµnh c¸c thuû 

c«ng tr×nh, hÖ thèng t−íi tiªu, cÇu cèng vµ khi thùc hiÖn c¸c biÖn ph¸p thuû c«ng 

kh¸c g¾n liÒn víi viÖc sö dông tµi nguyªn n−íc ®ßi hái ph¶i ®¸nh gi¸ ®Þnh l−îng c¸c 

tham sè dßng ch¶y s«ng ngßi thay ®æi theo thêi gian vµ kh«ng gian. Cã nghÜa lµ 

nhÊt thiÕt x¸c ®Þnh c¸c ®¹i l−îng l−u l−îng n−íc trung b×nh, cùc ®¹i vµ cùc tiÓu 

n¨m, ph©n phèi dßng ch¶y trong n¨m, ®¹i l−îng dßng ch¶y phï sa v.v.. 

C¸c ®¹i l−îng sö dông ®Ó thiÕt kÕ cÇn ph¶i ®Æc tr−ng cho chÕ ®é thuû v¨n cña 

®èi t−îng n−íc nghiªn cøu trong t−¬ng lai - thêi kú vËn hµnh tr¹m thuû lîi , tÝnh 

to¸n cho hµng chôc vµ hµng tr¨m n¨m sau. 

Râ rµng, bµn vÒ c¸c gi¸ trÞ kh¶ n¨ng trong t−¬ng lai cña tham sè nµy hay 

tham sè kia cña chÕ ®é thuû v¨n cã thÓ nhËn ®−îc chØ khi dùa trªn c¸c tµi liÖu ®o 

®¹c thuû v¨n ®· ®−îc tiÕn hµnh cho thêi kú nhiÒu n¨m. Khi ®ã vÒ nguyªn t¾c cã thÓ 

sö dông ba h−íng.  

H−íng thø nhÊt lµ h−íng tÊt ®Þnh - x¸c ®Þnh ®¹i l−îng ta quan t©m råi sö 

dông nã ®Ó liªn kÕt dßng ch¶y víi c¸c nh©n tè chi phèi nã. 

H−íng thø hai dùa trªn viÖc sö dông ®ång thêi c¸c qui luËt nh©n qu¶ vµ 

thèng kª ®Æc tr−ng cho dßng ch¶y s«ng ngßi vµ  vµ c¸c nh©n tè x¸c ®Þnh nã. 

Con ®−êng thø ba g¾n liÒn víi sö dông trùc tiÕp c¸c qui luËt thèng kª thÓ 

hiÖn trong chuçi c¸c  ®¹i l−îng thuû v¨n. 
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S¬ ®å dù b¸o dùa trªn viÖc sö dông c¸c qui luËt nh©n qu¶ (h−íng thø nhÊt), 

víi sù ph¸t triÓn cña thuû v¨n hiÖn ®¹i cho phÐp x¸c ®Þnh ®¹i l−îng c¸c ®Æc tr−ng 

thuû v¨n víi thêi h¹n kh«ng v−ît qu¸ vµi th¸ng. H¬n n÷a, ®é chÝnh x¸c c¸c −íc 

l−îng nh− vËy gi¶m nhanh khi t¨ng thêi gian dù kiÕn. 

Mét vµi nhµ nghiªn cøu cè g¾ng x¸c ®Þnh kh¶ n¨ng cña c¸c s¬ ®å dù b¸o khi 

xem xÐt chuçi c¸c ®¹i l−îng thuû v¨n nh− lµ mét hµm tuÇn hoµn theo thêi gian. C¬ 

së cña ý t−ëng ®ã vÒ dßng ch¶y th− nhÊt lµ chu kú thay ®æi n−íc trong n¨m, cã 

nghÜa lµ lÇn l−ît c¸c pha dßng ch¶y lÆp l¹i mçi n¨m theo mét tuÇn tù gièng nhau vµ 

khaáng lÖch thêi gian xuÊt hiÖn bÐ. Tuy nhiªn,  víi sù hiÖn diÖn chu kú n¨m hiÖn 

t−îng biÕn ®éng dßng ch¶y  kh«ng biÕn mÊt, cho nªn coi nguyªn nh©n thø hai cña 

sù thay ®æi ®ã kÐo theo c¸c ý t−ëng vÒ dao ®éng tuÇn hoµn cña bøc x¹ mÆt trêi vµ 

c¸c qu¸ tr×nh ®Þa vËt lý kh¸c. C¸c kÕt qu¶ nhËn ®−îc trong lÜnh vùc nµy tíi nay 

chøng tá r»ng cßn ch−a gi¶i quyÕt vÊn ®Ò  ë chç møc ®é nµo ®¹i l−îng thuû v¨n lµ 

hµm x¸c ®Þnh cña thêi gian vµ b»ng c¸ch nµo d¹ng cña nã cã thÓ x¸c ®Þnh trªn c¬ së 

tµi liÖu quan tr¾c . 

Nh− vËy, cÇn xÐt tíi tinhg huèng lµ viÖc x¸c ®Þnh biÕn tr×nh thêi gian mét ®Æc 

tr−ng thuû v¨n nµo ®ã cho thêi ®o¹n tÝnh to¸n hµng chôc n¨m hiÖn cßn lµ vÊn ®Ò nan 

gi¶i. Tuy vËy, dù b¸o c¸c ®Æc tr−ng thuû v¨n víi h¹n nagøn lµ rÊt quan träng, v× qu¸ 

tr×nh vËn hµnh c¸c tr¹m thuû lîi chóng cho phÐp g¾n víi c¸c ®iÒu kiÖn cô thÓ nµo ®ã 

cña chÕ ®é n−íc. C¸c qui ph¹m dù b¸o còng ®−îc sö dông réng r·i khi qui ho¹ch 

nhiÒu biÖn ph¸p thuû lîi. 

ViÖc sö dông ®ång thêi c¸c quan hÖ nh©n qu¶ g¾n liÒn c¸c ®¹i l−îng dßng 

ch¶y s«ng ngßi vµ c¸c nh©n tè x¸c ®Þnh nã víi −íc l−îng thèng kª c¸c tham sè vµ 

biÕn cña c¸c quan hÖ ®ã lµ c¸ch gi¶i quyÕt xÐt hiÖu qu¶ h¬n cã tÝnh nguyªn t¾c bµi 

to¸n ®ang xÐt. Tuy nhiªn do ®é tin cËy thÊp cña c¸c ph−¬ng tr×nh quan hÖ nh©n qu¶ 

vµ ®é xö lý thÊp cña c¸c ph−¬ng ph¸p nhãm thèng kª , viÖc sö dông h−íng nµy rÊt 

h¹n chÕ. Th−êng chóng hay ®−îc ¸p dông ®Ó tÝnh to¸n c¸c ®Æc tr−ng dßng ch¶y ( cô 

thÓ lµ l−u l−îng n−íc víi c¸c  suÊt ®¶m b¶o kh¸c nhau) s«ng ngßi  ch−a ®−îc nghiªn 

cøu vÒ ph−¬ng diÖn thuû v¨n. Khi ®ã suÊt  ®¶m b¶o biÕn chÝnh cña quan hÖ vµ ®¹i 

l−îng cÇn t×m lµ gièng nhau, tøc lµ sö dông  d¹ng   ®¬n gi¶n nhÊt x¸c ®Þnh suÊt ®¶m 

b¶o cña hµm. 

Ngµy nay, c¸c gi¸ trÞ biÕn ®æi mang c¸c thñ thuËt −íc l−îng gi¸ trÞ tÝnh to¸n 

cña c¸c ®¹i l−îng thuû v¨n m« t¶ theo qui luËt thèng kª ®Æc tr−ng cho chuçi c¸c ®¹i 

l−îng thuû v¨n. Kh¶ n¨ng sö dông c¸ch ®ã ®Ó thu ®−îc c¸c gi¸ trÞ tÝnh to¸n tham sè 
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cña chÕ ®é thuû v¨n dùa trªn gi¶ thuyÕt r»ng chuçi c¸c ®¹i l−îng ®ang xÐt ®−îc h×nh 

thµnh nh− lµ mét tËp ngÉu nhiªn. 

Sù tiÕp nhËn gi¶ thuyÕt vÒ sù phô thuéc cña dao ®éng c¸c ®¹i l−îng thuû v¨n 

theo c¸c qui luËt dao ®éng ®Æc tr−ng bëi c¸c  sè ngÉu nhiªn cã nghÜa lµ g¾n thêi 

gian xuÊt hiÖn ®¹i l−îng nµy hay ®¹i l−îng kia (vÝ dô trong liÖt quan tr¾c) lµ kh«ng 

lín, ngÉu nhiªn. §Ó m« t¶ tÝnh chÊt tËp c¸c ®¹i l−îng nh− vËy trong sù lÆp c¸c gi¸ trÞ 

kh¸c nhau cña ®¹i l−îng ®ã ë giíi h¹n tËp ®ñ lín. 

LuËn ®iÓm nµy vÒ tÝnh chÊt ngÉu nhiªn cña sù h×nh thµnh chuçi thuû v¨n 

kh«ng thÓ chøng minh trän vÑn b»ng lý thuyÕt, tuy nhiªn ¸p dông tíi chuçi dßng 

ch¶y s«ng ngßi  (n¨m, cùc ®¹i) nã kh«ng chØ mét lÇn ®−îc kh¼ng ®Þnh b»ng  kiÓm 

chøng bëi viÖc ®¸nh gi¸ sù t−¬ng øng cña c¸c ®−êng cong ®¶m b¶o dßng ch¶y thùc 

nghiÖm vµ s¬ ®å lý thuyÕt. 

C¸c kÕt qu¶ ph©n tÝch nh− vËy ®−îc xÐt ë ch−¬ng 4 chøng tá tÝnh ®óng ®¾n 

cña viÖc sö dông h−íng thèng kª lµm c¬ së cho nhiÒu thñ thuËt tÝnh to¸n thuû v¨n. 

B»ng c¸c luËn ®iÓm lý thuyÕt dïng ®Ó lµm c¬ së cho kh¶ n¨ng xem chuçi c¸c 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh¸c nhau nh− lµ mét tËp c¸c biÕn cè ngÉu nhiªn ®−îc gäi lµ 

c¸c ®Þnh luËt tíi h¹n cña lý thuyÕt x¸c suÊt. 

Mét trong nh÷ng luËn ®iÓm c¬ b¶n nhÊt cña c¸c ®Þnh luËt  nµy dÉn tíi qui 

luËt sè lín, theo nã víi mét sè l−îng lín c¸c hiÖn t−îng ®ång nhÊt ngÉu nhiªn, kÕt 

qu¶ trung b×nh cña chóng hÇu nh− mÊt  ngÉu nhiªn  vµ cã thÓ dù ®o¸n ®−îc víi møc 

x¸c ®Þnh cao. 

TÝnh chÊt nªu trªn cña c¸c hiÖn t−îng ngÉu nhiªn thÓ hiÖn kh¸ râ rµng ë 

trong chuçi c¸c ®¹i l−îng thuû v¨n ë chç theo ®é t¨ng cña sè thµnh viªn cña tËp, 

®−êng cong ®¶m b¶o cã d¹ng bÒn v÷ng. C¸c vÝ dô cô thÓ theo vÊn ®Ò nµy sÏ dÉn 

trong ch−¬ng 5. 

LuËn ®iÓm thø hai dÉn tíi ®Þnh luËt tíi h¹n trung t©m, mµ theo nã hiÖn t−îng 

(biÕn cè) xuÊt hiÖn d−íi t¸c ®éng cña tæng hoÆc tÝch sè lín c¸c nh©n tè ngÉu nhiªn 

®éc lËp (Ýt phô thuéc) t¹o nªn tËp ngÉu nhiªn tu©n theo c¸c qui luËt thèng kª  x¸c 

®Þnh. 

Râ rµng, nhiÒu hiÖn t−îng thuû v¨n cã thÓ xem xÐt tho¶ m·n s¬ ®å nµy. 
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Thùc vËy, khi xÐt ®iÒu kiÖn h×nh thµnh mét ®Æc tr−ng thuû v¨n nµo ®ã, thÝ dô 

nh− l−u l−îng n−íc cùc ®¹i cña lò xu©n cã thÓ dÔ dµng x¸c ®Þnh r»ng sù xuÊt hiÖn 

hiÖn t−îng nµy diÔn ra hµng n¨m theo d¹ng cña mét qui luËt tÊt ®Þnh. Tuy nhiªn ®¹i 

l−îng l−u l−îng n−íc cùc ®¹i trong mét n¨m cô thÓ nµo ®ã  ®−îc h×nh thµnh d−íi 

¶nh h−ëng cña rÊt nhiÒu nh©n tè, x¸c ®Þnh tr÷ l−îng Èm trong tuyÕt, møc ®é Èm −ít 

cña l−u vùc , l−îng m−a trong qu¸ tr×nh h×nh thµnh l−u l−îng n−íc cùc ®¹i, qu¸ tr×nh 

c−êng ®é tan v.v.. D−íi   t¸c ®éng cña nguyªn nh©n nµy hay nguyªn nh©n kh¸c xuÊt 

hiÖn ë trong n¨m cô thÓ ®ã mét qui luËt ®· biÕt mang d¹ng cña biÕn cè ngÉu nhiªn. 

Dùa trªn c¸c luËn ®iÓm thèng kª ®· nªu , cÇn thÊy r»ng chóng gi¶ thiÕt  thiÕu 

sù biÕn ®æi mét chiÒu trong ®iÒu kiÖn h×nh thµnh hiÖn t−îng thuû v¨n cña ®¹i l−îng 

®ang xÐt trong giíi h¹n cña mét tËp ®ñ lín (cô thÓ cho n n¨m ®ñ dµi). NÕu ®iÒu kiÖn 

h×nh thµnh thay ®æi ®¬n trÞ nh− d−ít t¸c ®éng cña ho¹t ®éng kinh tÕ trong ®¹i l−îng 

cña c¸c ®Æc tr−ng thuû v¨n thu ®−îc sau t¸c ®éng ®· nªu cÇn ph¶i ®−îc hiÖu chØnh. 

Râ rµng c¸c hiÖu chØnh nµy thùc hiÖn cã ý nghÜa nÕu nh− sù thay ®æi mét chiÒu 

trong ®iÒu kiÖn h×nh thµnh lín ®Õn møc ¶nh h−ëng tíi c¸c ®¹i l−îng cña tham sè 

thuû v¨n ®ang xÐt vÒ qui m« n»m ngoµi giíi h¹n sai sè tÝnh to¸n.  

Coi luËn ®iÓm mùc trung b×nh kh«ng thay ®æi, xuÊt ph¸t tõ kÕt luËn r»ng c¸c 

®¹i l−îng thu ®−îc trªn c¬ së ph©n tÝch chuçi ®¹i l−îng thuû v¨n ®ang cã víi thêi 

®¹i ®Þa chÊt vµ khÝ hËu ngµy nay v× sù thay ®æi g¾n víi lÞch sö ®Þa chÊt tr¸i ®Êt (vµ 

c¸c thay ®æi khÝ hËu t−¬ng øng) thùc hiÖn trong thêi kú lín h¬n nhiÒu lÇn thêi ®o¹n 

tÝnh to¸n. Cho nªn chuçi ®o ®¹c thùc tÕ ®ang cã ®−îc coi nh− lµ mét mÉu nµo ®ã tõ 

tËp tæng thÓ lý thuyÕt gåm c¸c sè ®¹i l−îng v« h¹n c¸c ®Æc tr−ng thuû v¨n ta quan 

t©m. Khi ®ã tËp mÉu ®ang cã cÇn thùc tÕ  cã nghÜa lµ mang tÝnh d¹i diÖn ®èi víi toµn 

tËp. Nãi c¸ch kh¸c, nã cÇn chøa ®ñ c¸c n¨m nhiÒu, Ýt vµ n−íc trung b×nh nÕu nh− xÐt 

®Æc tr−ng dßng ch¶y s«ng ngßi.  T−¬ng tù, cÇn ph¶i h×nh thµnh ngay c¶ chuçi c¸c 

®¹i l−îng thuû v¨n kh¸c ®Ó ®¸nh gÝa  chóng sö dông c¸c ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt x¸c 

suÊt. 

§×Òu kiÖn quan träng tiÕp theo cña tÝnh øng dông c¸c ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt 

x¸c suÊt trong thuû v¨n lµ yªu cÇu nguyªn t¾c ®ång nhÊt c¸c ®¹i l−îng thuû v¨n 

trong mét tËp. Cô thÓ (¸p dông cho c¸c ®Æc tr−ng dßng ch¶y s«ng ngßi) ®iÒu nµy 

biÓu hiÖn tr−íc hÕt ë chç chän c¸c ®¹i l−îng dßng ch¶y ®ång nhÊt c¨n nguyªn (l−u 

l−îng) vµo trong mét tËp. ChØ tiªu ®ång nhÊt cã thÓ lµ tÝnh phô thuéc cña ®¹i l−îng 

dßng ch¶y ®ang xÐt trong mét pha chu kú thay ®æi trong n¨m cña n−íc. §IÒu nµy 

th−êng ®−îc sö dông kh¸i niÖm vÒ l−u l−îng n−íc ®ång pha. Do dao ®éng theo n¨m 

ngµy b¾t ®Çu vµ kÕt thóc c¸c pha kh¸c nhau cña chu kú trong n¨m chän ®¹i l−îng 
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dßng ch¶y ®ång pha ®· nªu kh«ng thÓ g¾n chÆt víi ngµy nµy mµ ®−îc thùc hiÖn 

xuÊt ph¸t tõ viÖc ®¸nh gi¸ tÝnh ®ång nhÊt tæng thÓ cña chóng theo b¶n chÊt. 

VËy, ®ång nhÊt tæng thÓ lµ l−u l−îng n−íc lò xu©n cùc ®¹i, lò m−a, thÓ tÝch 

dßng ch¶y cho mét pha ®ång nhÊt trong n¨m (xu©n, kiÖt), gi¸ trÞ n¨m cña dßng ch¶y 

tæng céng vµ dßng ch¶y thµnh phÇn cña nã (mÆt, ngÇm) v.v.. 

2.2 C¸c   ph−¬ng ph¸p kh¸i qu¸t sè liÖu thèng kª ®¬n 

gi¶n nhÊt. 

KÕt qu¶ quan tr¾c vµ ®o ®¹c thuû v¨n cã thÓ thÓ hiÖn b»ng b¶ng, ®å thÞ hoÆc 

d¹ng gi¶i tÝch. 

NhiÒu thñ thuËt cã thÓ t×m thÊy trong c¸c Niªn gi¸m thuû v¨n , trong c¸c 

chuyªn kh¶o “ Tµi nguyªn n−íc mÆt Liªn bang X« viÕt” vµ c¸c Ên phÈm kh¸c trong 

®ã tr×nh bµy c¸c sè liÖu vÒ thµnh phÇn cña chÕ ®é n−íc s«ng ngßi víi c¸c møc kh¸i 

qu¸t chóng kh¸c nhau. Xö lý c¸c sè liÖu nµy b¶n th©n ®· lµ mét vÝ dô cña thèng kª 

m« t¶. Th−êng th«ng tin c¬ b¶n ban ®Çu n»m trong c¸c b¶ng rÊt cång kÒnh. Trong 

tr−êng hîp nµy sö dông nã ë d¹ng nguyªn thuû khi nghiªn cøu nhiÒu vÊn ®Ò thuû 

v¨n lµ khã kh¨n. Cho nªn tõ l©u ®· sö dông nhiÒu ph−¬ng ph¸p kh¸c nhau ®Ó kh¸i 

qu¸t b»ng sè th«ng tin ban ®Çu (tÝnh gi¸ trÞ trung b×nh, dÉn c¸c gi¸ trÞ tíi h¹n theo 

thµnh phÇn nµy hoÆc kia cña chÕ ®é thuû v¨n vµ v.v..). 

Mét c¸ch thÓ hiÖn ®Çy ®ñ h¬n vµ ®ång thêi tiÖn lîi h¬n cã thÓ thùc hiÖn ®−îc 

trªn c¬ së sö dông c¸c ph−¬ng ph¸p thèng kª to¸n häc, lµ khoa häc ph©n tÝch ®Þnh 

l−îng c¸c hiÖn t−îng ®¹i chóng ®ång thêi tÝnh ®Õn c¶ tÝnh chÊt ®Æc thï cña chóng. 

  XÐt mét vµi vÝ dô minh ho¹ c¸c thñ thuËt sö dông khi xö lý thèng kª sè liÖu 

thuû v¨n vµ ®ång thêi dÉn mét sè kh¸i niÖm vµ ®Þnh nghÜa thèng kª . 

Trong b¶ng 1.1 lµ kÕt qu¶ quan tr¾c dßng ch¶y trung b×nh n¨m s«ng Dnhepr 

t¹i tuyÕn ®o Loxmanskaia Kamenka tõ n¨m 1918 ®Õn 1962. ®Ó t¨ng ®é trùc quan 

cña kÕt qña quan tr¾c vµ ®Ó thÓ hiÖn chóng tiÖn lîi h¬nkhi xö lÝ tiÕp theo sè liÖu ban 

®Çu th−êng ®−îc dÉn theo b¶ng nhãm. Víi môc ®Ých ®ã tõ b¶ng 1.1 chän c¸c gi¸ trÞ 

cùc ®¹i (Qmax) vµ cùc tiÓu (Qmin) cña l−u l−îng n−íc vµ tÝnh hiÖu gi÷a chóng ®, gäi lµ 

biªn ®é hay lµ kho¶ng dao ®éng, 

R =  Qmax - Qmin =3040 - 717 = 2323 m3/s. 
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B¶ng 1.1 L−u l−îng n−íc trung b×nh s«ng Dnhepr t¹i Loxmanskaia Kamenka 

N¨m Q  N¨m Q  N¨m Q  N¨m Q  

        

        

        

        

        

        

        

        

        

 

Biªn ®é chung cña dao ®éng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã thÓ ®−îc chia ra c¸c 

phÇn riªng biÖt mµ ngoµi ranh giíi gi÷a chóng nhËn mét sè ®iÓm (®¹i l−îng)  ®Æc 

tr−ng nµo ®ã cña chuçi. VËy, khi chia chuçi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn s¾p xÕp theo 

thø tù gi¶m dÇn ra 4 phÇn , chia ra 4 ®o¹n: trªn cïng hay lµ ®o¹n thø nhÊt lµ nh÷ng 

gi¸ trÞ cña biÕn mµ d−íi nã lµ ¾ sè h¹ng cña tËp, ®o¹n thø hai lµ chiÕm vÞ trÝ gi÷a 

chuçi, vµ ®o¹n d−íi hay lµ ®o¹n thø ba mµ d−íi nã lµ ¼ sè h¹ng cña tËp. Kh«ng hiÕm 

khi ng−êi ta chia biªn ®é theo phÇn tr¨m. C¸c gi¸ trÞ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè 

trªn c¸c ranh giíi ®ã ®−îc gäi lµ ....  

Trong tr−êng hîp chung khi nhËn mét tËp thèng kª  ph©n bè liªn tôc trong 

giíi h¹n c¶ biªn ®é th× cã kh¶ n¨ng xÐt thµnh phÇn bÊt kú nµo cña tÖp n»m gi÷a hai 

ranh giíi chØ ®Þnh bÊt kú. Trong tr−êng hîp nµy mäi gi¸ trÞ (kÓ c¶ c¸c gi¸ trÞ nãi 

trªn) cña biÕn nhËn ®−îc c¸c ®iÓm ®Æc tr−ng nhÊt ®Þnh gäi lµ ®iÓm ®o¹n phÇn t−. 

Biªn ®é nhËn ®−îc cã thÓ chia ra c¸c kho¶ng, hoÆc ph©n cÊp vµ tÝnh sè lÇn 

®¹t cña dÊu hiÖu ®ang thö (l−u l−îng n−íc) cho mçi  ph©n cÊp. C¸c kho¶ng nµy cã 

thÓ b»ng vµ kh«ng b»ng nhau theo gi¸ trÞ. Trong thuû v¨n th−êng sö dông c¸c ph©n 

cÊp b»ng nhau theo gi¸ trÞ. Sè l−îng c¸c ph©n cÊp th−êng ®−îc lùa chän phô thuéc 
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vµo dung lùîng tµi liÖu ®ang xÐt ®Î nã cã thÓ ph¶n ¸nh c¸c nÐt c¬ b¶n nhÊt cña 

chuçi quan tr¾c ®ang xÐt. Khi ®ã víi sù t¨ng ®é dµi cña kho¶ng sè lÇn ®¹t cña biÕn 

nghiªn cøu vµo trong mçi kho¶ng sÏ t¨ng lªn vµ t¨ng ®é tin cËy thèng kª cña tµi liÖu 

®ang thÓ hiÖn.  Nh−ng víi dung l−îng quan tr¾c lín vµ ®é dµi cña kho¶ng lín sè 

ph©n cÊp sÏ kh«ng lín, vµ khi ®ã sÏ san b»ng c¸c nÐt ®Æc thï cña chuçi quan tr¾c 

nµy hoÆc kia. Khi gi¶m ®é dµi cña kho¶ng sè lÇn ®¹t trong kho¶ng sÏ gi¶m vµ kh¶ 

n¨ng nguy hiÓm xuÊt hiÖn qui luËt kh«ng ®Æc tr−ng cho chuçi thèng kª ®· cho. §Èi 

víi ®¸nh gi¸ s©u s¾c sè kho¶ng th−êng sö dông c¸c c«ng thøc kinh nghiÖm, nh− nx ≤ 

5lgN, víi nx - sè kho¶ng; N- dung l−îng chung cña quan tr¾c. 

H×nh 1.1 BiÓu ®å ph©n bè vµ  ®−êng cong tÝch luü tÇn sè dßng ch¶y n¨m s«ng
               Dnhepr t¹i Loxmanskaia Kamenka.

NhËn thÊy r»ng, c¸c c«ng thøc nh− vËy kh«ng thÓ hiÖn qui t¾c chung vµ v× 

thÕ cã thÓ xÐt chØ trong chÝnh lÇn xÊp xØ ®Çu tiªn, khi kh«ng cã mét th«ng tin bæ 

sung nµo ngoµi chuçi quan tr¾c ®ang nghiªn cøu vµ khi dung l−îng sè liÖu ban ®Çu 

kh«ng lín vµ kh«ng nhá l¾m. Víi dung l−îng nhá sè liÖu thèng kª sù nhãm theo 

kho¶ng hÇu nh− trë thµnh mét bµi to¸n kh«ng thÓ thùc hiÖn. Vµ víi sè quan tr¾c lín, 

¸p dông c«ng thøc trªn cã thÓ ®−a ®Õn sè ph©n cÊp lín vµ lµm t¨ng khèi l−îng tÝnh 

to¸n. C¸c ph©n cÊp  ®−îc chän kh«ng cÇn ph¶i phñ nhau ®Ó mét vµ chØ mét gi¸ trÞ  

chuçi quan tr¾c kh«ng cã thÓ r¬i vµo hai ph©n cÊp.NÕu gi¸ trÞ quan tr¾c r¬i vµo ranh 

giíi ph©n cÊp th× nã ®−îc coi lµ thuéc ph©n cÊp lín h¬n. 

¸p dông cho vÝ dô ®ang xÐt chØ ®Þnh t−¬ng øng víi nh÷ng lËp luËn trªn 12 

ph©n cÊp b»ng nhau vµ tÝnh sè tr−êng hîp ®¹t l−u l−îng n−íc trong mçi ph©n cÊp. 
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KÕt qu¶ tÝnh to¸n ®−a vµo b¶ng 1.2, trªn ®Çu cét ghi tªn ph©n cÊp vµ dßng 1 - sè 

tr−êng hîp r¬i l−u l−îng n−íc vµo mçi ph©n cÊp. Râ rµng, tæng c¸c tr−êng hîp theo 

mäi ph©n cÊp b»ng sè n¨m quan tr¾c . b¶ng ®−îc lËp nh− vËy gäi lµ b¶ng ph©n bè 

thùc nghiÖm , hoÆc lµ b¶ng tÇn sè tuyÖt ®èi. Khi biÓu diÔn tÇn sè tuyÖt ®èi b»ng 

phÇn tr¨m so víi tæng c¸c tr−êng hîp ta cã ph©n bè tÇn sè t−¬ng ®èi ( dßng 2, b¶ng 

1.2), tæng lÇn l−ît nã cho ta c¸c tÇn sè luü tÝch tuyÖt ®èi vµ t−¬ng ®èi (dßng 3 vµ 4  

b¶ng 1.2). 

Tæng c¸c tÇn sè t−¬ng ®èi b»ng 100%, vµ cã thÓ sö dông khi kiÓm tra tÝnh 

®óng ®¾n cña tÝnh to¸n . Sè liÖu b¶ng 1.2 chØ ra r»ng th−êng xuyªn nhÊt  l−u l−îng 

n−íc trung b×nh n¨m  s. Dnhepr t¹i Loxmanskaia Kamenka ®−îc quan tr¾c trong 

kho¶ng 1500-1700 m3/s; víi sù t¨ng hoÆc gi¶m l−u l−îng n−íc sè tr−êng hîp gi¶m 

mét c¸ch cã qui luËt kh«ng tÝnh ®Õn nh÷ng chªnh lÖch riªng lÎ víi qui t¾c nµy, nã 

cã thÓ coi lµ c¸c dao ®éng ngÉu nhiªn. 

B¶ng 1.2 Nhãm sè liÖu dßng ch¶y n¨m  s. Dnhepr t¹i Loxmanskaia 

Kamenka. 

Sè liÖu b¶ng 1.2 cã thÓ thÓ hiÖn d−íi d¹ng ®å thÞ (h. 1.1), trªn ®ã theo trôc 

tung ®Æt c¸c ph©n cÊp l−u l−îng n−íc ®· nhËn, cßn theo trôc hoµnh ë d¹ng c¸c h×nh 

ch÷ nhËt - tÇn sè t−¬ng ®èi. Còng ë ®©y trong d¹ng mét ®−êng cong mÒm m¹i chØ râ 

sù t¨ng tr−ëng tÇn sè t−¬ng ®èi. Tæng t¨ng tr−ëng tÇn sè g¾n víi gi¸ trÞ lín h¬n cña 

mçi kho¶ng. 

§å thÞ thu ®−îc cña tÇn sè t−¬ng ®èi gäi lµ ...., cßn ®å thÞ tÇn sè t−¬ng ®èi 

luü tÝch - .... hay lµ ®−êng cong tÝch luü. Sù tr×nh diÔn b»ng b¶ng hoÆc ®å thÞ c¸c tÇn 

sè gäi lµ ph©n bè thùc nghiÖm , trong tr−êng hîp nµy lµ dßng ch¶y n¨m  s. Dnhepr 

t¹i Loxmanskaia Kamenka. 

DiÖn tÝch mçi phÇn riªng cña ... b»ng tÝch cña kÝch th−íc ph©n cÊpvµ tÇn sè 

t−¬ng ®èi, cßn tæng diÖn tÝch .... - tæng cña c¸c tÝch ®ã. 

§−êng cong luü tÝch lµ ®å thÞ thÓ hiÖn ®é lÆp cña l−u l−îng n−íc lín h¬n gi¸ 

trÞ cho tr−íc. 

Gi¶ sö chóng ta quan t©m  l−u l−îng n−íc trung b×nh n¨m lín h¬n 1900 m3/s 

th−êng quan tr¾c ®−îc kh«ng? Víi l−u l−îng nµy lÊy tõ ®−êng cong luü tÝch gi¸ trÞ 

®é lÆp b»ng 44,5%. §iÒu nµy cã nghÜa lµ ®¹i l−îng l−u l−îng n−íc 1900 m3/s vµ lín 

h¬n ®−îc quan tr¾c trong 44,5 % mäi tr−êng hîp.  NÕu nh− chóng ta quan t©m vÊn 
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®Ò ®é lÆp l¹i nµo kh«ng v−ît qu¸ l−u l−îng n−íc ®· cho th× ®¸p sè sÏ lµ 100% - 

44,5% = 55,5%. 

Trong thuû v¨n ®−êng cong tÇn sè luü tÝch t−¬ng ®èi ®−îc gäi lµ ®−êng cong 

®¶m b¶o thùc nghiÖm . Vµ v× thÕ ng−êi ta nãi r»ng ®¹i l−îng l−u l−îng n−íc b»ng 

hoÆc lín h¬n 1900 m3/s ®−îc ®¶m b¶o 44,5%, cßn ®¹i l−îng l−u l−îng n−íc 1900 

m3/s vµ nhá h¬n ®¶m b¶o 55,5%. 

Chia tÇn sè t−¬ng ®èi (hoÆc tuyÖt ®èi) l−u l−îng n−íc cho ®é dµi cña kho¶ng 

ta thu ®−îc t−¬ng øng mËt ®é ph©n bè t−¬ng ®èi (hoÆc tuyÖt ®èi) (hµng 5 vµ 6 b¶ng 

1.2). MËt ®é ph©n bè sö dông ®Æc biÖt hîp lý khi cÇn nhËn c¸c ph©n cÊp kh«ng ®Òu 

theo nguyªn nh©n nµy hoÆc kia. DiÖn tÝch bao bëi trôc hoµnh vµ ®−êng th¼ng ®Æc 

tr−ng cho mËt ®é  ph©n bè t−¬ng ®èi b»ng 1 nÕu tÇn suÊt t−¬ng ®èi ®−îc x¸c ®Þnh 

b»ng thËp ph©n cña ®¬n vÞ , hoÆc b»ng 100%, nÕu nh− tÇn suÊt t−¬ng ®èi biÓu diÔn 

b»ng phÇn tr¨m cña tæng c¸c tr−êng hîp. 

Ta xÐt thªm mét vÝ dô. §èi víi viÖc m« t¶ thèng kª bÒ mÆt cña  mét vi c¶nh 

quan ®Çm lÇy th«ng - c©y bôi - rªu n−íc chØ ®Þnh mét mÆt c¾t, trªn ®ã cø 10 cm x¸c 

®Þnh cao ®é cña bÒ mÆt ®Çm lÇy so víi mùc n−íc gi¶ ®Þnh. 

KÕt qu¶ quan tr¾c nµy (theo sè liÖu P. K. Varobiev) ®−îc cho vµo b¶ng 1.3, 

trong ®ã còng dÉn c¸c ®−êng cong ph©n bè thùc nghiÖm tÝnh to¸n.  

TÇn suÊt t−¬ng ®èi  trªn h.1.2 ®Æt vµo gi÷a kho¶ng, c¸c ®iÓm thu ®−îc ®−îc 

nèi b»ng c¸c ®−êng th¼ng.  Sù thÓ hiÖn t−¬ng tù c¸c sè liÖu thèng kª ®−îc gäi lµ ®a 

gi¸c ph©n bè (tÇn suÊt). Hay lÆp nhÊt lµ cao ®é bÒ mÆt ®Çm lÇy so víi mùc n−íc 

ngÇm chiÕm tõ 15-20 cm. §−êng cong ®¶m b¶o ®−îc x©y dùng còng gièng nh− vÝ 

dô tr−íc ®©y. 

Tõ ®a gi¸c tÇn sè dÉn trªn h. 1.2 suy ra r»ng vÒ c¶ hai phÝa cña gi¸ trÞ nµy tÇn 

suÊt t−¬ng ®èi gi¶m. 

B¶ng 1.3 Nhãm sè liÖu cao ®é bÒ mÆt  vi c¶nh quan ®Çm lÇy  

§å thÞ ®· dÉn chøng tá r»ng riªng c¸c kh¸i qu¸t thµnh phÇn c¬ b¶n cho phÐp 

thÓ hiÖn sè liÖu thèng kª ban ®Çu ë d¹ng trùc quan vµ tiÖn lîi h¬n. §ång thêi cã thÓ 

nhËn thÊy r»ng c¸c d¹ng kh¸i qu¸t tµi liÖu thèng kª ®ang xÐt øng víi c¸c ®Æc tr−ng 

thuû v¨n rÊt kh¸c nhau cho phÐp ph¸t hiÖn mét vµi qui luËt thèng kª chung. Cïng 

víi nã ph©n bè l−u l−îng n−íc n¨m vµ ®é cao mÆt ®Çm lÇy cã c¸c ®Æc thï riªng cã 

thÓ m« t¶ ®−îc nhê sö dông mét vµi kh¸i niÖm bæ sung mµ chóng ta sÏ xem xÐt. 
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H.1.2 §a gi¸c ph©n bè vµ ®−êng cong tÝch luü tÇn sè cao ®é vi c¶nh quan 

(H) ®Çm lÇy Lammin - Suo. 

1. 3. Kh¸i niÖm x¸c suÊt  

A. N. Kolmogorov cho kh¸i niÖm x¸c suÊt ®Çy ®ñ nhÊt vµ kÌm víi nã lµ trõu 

t−îng nhÊt; nã dùa trªn 5 tiªn ®Ò dùa trªn lý thuyÕt  sè ®«ng. Kh«ng dõng l¹i ë c¸c 

tiªn ®Ò cña Kolmogorov v× ®iÒu ®ã ®ßi hái ph¶i tr×nh bµy bæ sung mét vµi kh¸i niÖm 

cña lý thuyÕt sè ®«ng, ta chuyÓn sang kh¸m ph¸ t− t−ëng cña kh¸i niÖm x¸c suÊt 

theo s¬ ®å cña Kolmogorov. 

1. Gi¶ sö r»ng cã tËp c¸c ®iÒu kiÖn S cã thÓ lÆp v« h¹n lÇn. D−íi ®iÒu kiÖn S cã 

thÓ hiÓu nh− c¸c nh©n tè h×nh thµnh l−u l−îng n−íc cùc ®¹i trong n¨m mµ nã 

tr«i cïng thêi gian ®ång nhÊt, cã nghÜa lµ kh«ng quan s¸t thÊy sù ®æi h−íng 

theo thêi gian. 

2. D−íi t¸c ®éng cña ®iÒu kiÖn S h×nh thµnh trong tr−êng hîp nµy tËp c¸c l−u 

l−îng n−íc cùc ®¹i (Qmax) cho thêi ®o¹n ®ñ dµi. 

3. Khi tu©n thñ vµi ®iÒu kiÖn cho mçi l−u l−îng n−íc cã thÓ quan tr¾c ®îc hoÆc 

kh«ng cho n n¨m cã thÓ liªn t−ëng mét sè thùc x¸c ®Þnh P(Qmax) gäi lµ x¸c 

suÊt xuÊt hiÖn cña ®¹i l−îng ®ang xÐt. Sè P(Qmax) cã c¸c tÝnh chÊt sau: 
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1) khi lÆp ®iÒu kiÖn S mét sè lÇn ®ñ lín tÇn suÊt t−¬ng ®èi 
m
n

 cña l−u l−îng 

Qmax trong c¸c kho¶ng ®· cho sÏ kh«ng kh¸c mÊy x¸c suÊt P(Qmax). ë ®©y 

m ký hiÖu sè tr−êng hîp xuÊt hiÖn Qmax trong n lÇn lÆp ®iÒu kiÖn S; 

2) nÕu gi¸ trÞ x¸c suÊt P( Qmax ) rÊt bÐ th× cã thÓ kh«ng liÒu mµ kh¼ng ®Þnh 

r»ng víi sù thùc hiÖn mét lÇn ®iÒu kiÖn S gi¸ trÞ l−u l−îng ®· cho Qmax 

kh«ng xuÊt hiÖn. 

§Þnh nghÜa cæ ®iÓn x¸c suÊt dùa trªn nguyªn t¾c kh¶ n¨ng ®ång ®Òu.  Khi ®ã 

th−êng dÉn c¸c vÝ dô ®· trë thµnh kinh ®iÓn nh− tung ®ång tiÒn ( r¬i mÆt h×nh hay 

sè) vµ con xóc x¾c (r¬i mÆt nµo ®ã trong s¸u kh¶ n¨ng). Trong tr−êng hîp thø nhÊt 

x¸c suÊt xuÊt hiÖn h×nh hay sè b»ng ½, cßn tr−êng hîp thø hai x¸c suÊt xuÊt hiÖn mÆt 

nµo ®ã cña con xóc x¾c lµ 1/6. TÊt nhiªn ë ®©y bµn ®Õn c¸c ®ång tiÒn vµ xóc x¾c 

®ång nhÊt. 

Nguyªn t¾c kh¶ n¨ng ®ång ®Òu trong quan tr¾c thuû v¨n nÕu ®−îc thùc hiÖn 

th× còng rÊt hiÕm. Trong c¸c tr−êng hîp nh− vËy tiªn nghiÖm , tr−íc khi thö, x¸c 

®Þnh x¸c suÊt xuÊt hiÖn biÕn cè nµo ®ã lµ kh«ng thÓ. Nã chØ ®−îc ®¸nh gi¸ trªn c¬ së 

x¸c ®Þnh x¸c suÊt thùc nghiÖm hoÆc th−êng xuyªn, lµ chung nhÊt vµ bao gåm c¶ x¸c 

®Þnh x¸c suÊt kinh ®iÓn nh− lµ tr−êng hîp riªng. 

X¸c suÊt thùc nghiÖm cña mét biÕn cè A nµo ®ã ®−îc gäi lµ th−¬ng sè mµ tö 

lµ sè tr−êng hîp xuÊt hiÖn biÕn cè A, cßn mÉu lµ tæng c¸c tr−êng hîp thuéc mét cÊp 

x¸c ®Þnh nµo ®ã cña thùc nghiÖm ngÉu nhiªn. 

Khi t¨ng sè thùc nghiÖm ®Õn v« cïng th× x¸c suÊt thùc nghiÖm tiÕn ®Õn giíi 

h¹n cña m×nh - x¸c suÊt lý thuyÕt. Thùc vËy, nÕu chóng ta tung ®ång tiÒn gi¶ −ö lµ 

10 lÇn th× hoµn toµn kh«ng nhÊt thiÕt cã 5 lÇn  h×nh vµ 5 lÇn sè. Trong tr−êng hîp ®ã 

x¸c suÊt thùc nghiÖm kh«ng b»ng ½. NÕu sè lÇn tung ®ång tiÒn t¨ng lªn th× râ rµng 

x¸c suÊt thùc nghiÖm ngµy cµng gÇn víi gi¸ trÞ ½, tøclµ gÇn víi giíi h¹n lý thuyÕt . 

Khi nghiªn cøu c¸c tËp thèng kª c¸c ®¹i l−îng thuû v¨n kh«ng biÕt tr−íc x¸c 

suÊt lý thuyÕt . Cho nªn ®Ó −íc l−îng x¸c suÊt lý thuyÕt th−êng sö dông x¸c suÊt 

thùc nghiÖm, cµng  gÇn nhÊt víi lý thuyÕt khi dung l−îng quan tr¾c (tÖp) cµng lín. 

X¸c suÊt  thùc nghiÖm biÕn cè A, ký hiÖu qua P(A), b»ng m/n, tøc lµ: 

P A m
n

( ) ,=  
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víi m - sè tr−êng hîp thuËn cho biÕn cè A, n tæng c¸c tr−êng hîp ®ang xÐt 

(dung l−îng tÖp). X¸c suÊt thùc nghiÖm biÕn cè ®èi A, ký hiÖu lµ P A( ) b»ng: 

P A n m
n

P A( ) ( ).=
−

= −1  

Râ rµng P(A) + P A( )  =1. X¸c suÊt xuÊt hiÖn biÕn cè thay ®æi tõ 0 tíi 1, tøc 

lµ 0≤ P(A)≤1. §«i khi x¸c suÊt xuÊt hiÖn biÕn cè ®ang xÐt ®−îc biÓu diÏn b»ng phÇn 

tr¨m. Trong tr−êng hîp nµy th× giíi h¹n dao ®éng cña nã tõ 0 ®Õn 100%. X¸c suÊt 

biÕn cè xuÊt hiÖn ch¾c ch¾n b»ng 1, cßn x¸c suÊt cña biÕn cè kh«ng thÓ xuÊt hiÖn 

b»ng 0. 

ThÓ hiÖn trªn h. 1.1 tæ chøc ®å  ph©n bè l−u l−îng n−íc trung b×nh n¨m  s. 

Dnhepr t¹i Loxmanskaia Kamenka cã thÓ xem nh− ph©n bè x¸c suÊt thùc nghiÖm v× 

kh¸i niÖm tÇn suÊt t−¬ng ®èi cña l−u l−îng n−íc trong giíi h¹n ph©n cÊp trong 

tr−êng hîp ®· cho lµ ®ång nghÜa víi kh¸i niÖm x¸c suÊt thùc nghiÖm.  

Khi t¨ng dung l−îng tÖp, cã ngi· lµ trong tr−êng hîp ®· cho t¨ng sè n¨m 

quan tr¾c dßng ch¶y n¨m  s. Dnhepr t¹i Loxmanskaia Kamenka cã thÓ gi¶m kÝch 

th−íc ph©n cÊp . NÕu sè thµnh viªn chuçi tiÕn ®Õn v« h¹n, cßn kÝch th−íc ph©n cÊp 

tiÕn ®Õn 0 ta nhËn ®−îc d¹ng giíi h¹n cña tæ chøc ®å ph©n bè t−¬ng øng víi ®−êng 

cong ph©n bè x¸c suÊt lý thuyÕt . Khi chuyÓn qua giíi h¹n diÖn tÝch chÆn bëi ®−êng 

cong ph©n bè x¸c suÊt vµ trôc hoµnh tiÕn ®Õn 1 th× diÖn tÝch nµy b»ng x¸c suÊt c¸i 

gäi lµ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®· cho nhËn bÊt kú gi¸ trÞ nµo, tøc lµ x¸c suÊt cña biÕn 

cè ch¾c ch¾n. 

Trong mèi phô thuéc vµo ®Æc ®iÓm h×nh thµnh cña c¸c tËp thèng kª h×nh 

d¹ng ®å thÞ cña tæ chøc ®å vµ c¸c ®−êng cong ph©n bè x¸c suÊt t−¬ng øng cã thÓ rÊt 

®a d¹ng. Trong sè c¸c ®å thÞ mét ®Ønh cã thÓ chÝ ra c¸c d¹ng c¬ b¶n sau: 1) ®èi 

xøng, 2) bÊt ®èi xøng võa ph¶i, 3) rÊt bÊt ®èi xøng  vµ  4) d¹ng ch÷ U (h.1.3). 

Ph©n bè ®èi xøng lµ c¸c d¹ng cã tÇn sè (x¸c suÊt ) hai gi¸ trÞ bÊt kú cña biÕn 

n»m trªn kho¶ng c¸ch ®ång ®Òu vÒ hai phÝa cña gi¸ trÞ trung b×nh nµo ®ã b»ng nhau. 

Ph©n bè kh«ng ®èi xøng hoÆc bÊt ®èi xøng lµ c¸c d¹ng cã tÇn sè cña ®èi sè 

c¸ch gi¸ trÞ trung b×nh mét kho¶ng nµo ®ã vÒ mét phÝa lu«n lín h¬n tÇn sè phÝa 

ng−îc l¹i. 
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Ph©n bè rÊt kh«ng ®èi xøng lµ ph¹m trï øng víi c¸c d¹ng khi mµ tÇn sè lín 

nhÊt øng víi gi¸ trÞ cùc ®¹i hoÆc cùc tiÓu t−cs lµ mäi tÇn sè ph©n bè theo mét chiÒu 

nhÊt ®Þnh so víi tÇn sè cùc ®¹i. 

Ph©n bè d¹ng ch÷ U ®Æc tr−ng cho sù hiÖn diÖn trong ®ã mét kho¶ng gi÷a cã 

tÇn sè nhá h¬n   phÇn cßn l¹i vµ ®ét ngét t¨ng ë c¸c gi¸ trÞ biªn cña ph©n bè. 

Trong thuû v¨n th−êng gÆp ph©n bè bÊt ®èi xøng võa ph¶i vµ ph©n bè ®èi 

xøng, cßn ph©n bè  rÊt  kh«ng ®èi xøng hiÕm khi gÆp. 

Víi c¸c tÝnh to¸n thuû v¨n th−êng n¶y sinh viÖc cÇn m« t¶ ®−êng cong ph©n 

bè x¸c suÊt thùc nghiÖm b»ng gi¶i tÝch, khi ®ã ng−êi ta th−êng sö dông c¸c qui luËt 

ph©n bè ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh¸c nhau sÏ xÐt trong ch−¬ng 2. NhËn lµm c¸c tham 

sè m« t¶ c¸c qui luËt thèng kª cña chuçi c¸c ®Æc tr−ng thuû v¨n vµ c¸c ®−êng cong  

ph©n bè gi¶i tÝch t−¬ng øng ng−êi ta sö dông gi¸ trÞ trung b×nh (trung b×nh sè häc, 

trung vÞ vµ mod), møc ®é ph©n t¸n (®é lÖch qu©n ph−¬ng  hoÆc ®é lÖch tuyÖt ®èi), 

c¸c chØ sè  bÊt ®èi xøng, ®é nhän vµ v.v.. C¸c tham sè nµy cña c¸c tËp thèng kª  

®−îc tr×nh bµy trong c¸c bµi tiÕp theo. 

1. 4 Trung b×nh sè häc vµ c¸c tÝnh chÊt cña nã.  Kú väng 

to¸n häc. 

Mét trong nh÷ng tham sè c¬ b¶n nhÊt cña chuçi thèng kª lµ gi¸ trÞ trung b×nh 

cña ®¹i l−îng mÉu, hay lµ trung t©m mµ c¸c thµnh viªn cña tËp ®−îc  ph©n bè.  
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H×nh 1.3 C¸c d¹ng ®−êng cong ph©n bè kh¸c nhau



Tham sè nµy hoÆc tù m×nh, häc kÕt hîp víi c¸c ®Æc tr−ng ®ang xÐt kh¸c sau ®©y cña 

chuçi thèng kª th−êng ®−îc sö dông ®Ó m« t¶ qui luËt thèng kª cña c¸c tËp riªng 

biÖt. 

Bªn c¹nh trung b×nh sè häc, nhËn lµm ®Æc tr−ng cña trung t©m cßn cã trung 

vÞ, trung b×nh ®iÒu hoµ vµ trung b×nh nh©n sÏ xÐt trong c¸c bµi kh¸c. 

Trung b×nh sè häc chuçi c¸c ®¹i l−îng  x ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc: 

x
n

x x x
n

xn
i

n

= + + + =
=
∑1

1 2
1

( .. . i
1 .      (1.1) 

TÝnh trung b×nh khi nhãm c¸c sè liÖu ®o ®¹c th−êng thùc hiÖn theo biÓu 

thøc: 

x
n x

n n
n x

i i
i

k

i
i

k i i
i

k

= ==

=

=

∑

∑
∑1

1

1

1
       (1.2) 

víi k - sè ph©n cÊp; ni - tÇn sè tuyÖt ®èi cña ph©n cÊp ; xi - ®iÓm gi÷a cña 

kho¶ng. 

TÝnh to¸n trung b×nh sè häc theo c«ng thøc (1.2) ®¬n gi¶n h¬n nhiÒu vµ gi¶m 

khèi l−îng tÝnh to¸n , ®Æc biÖt víi n lín. Khi ®ã ta coi ph©n bè ®Òu dÊu hiÖu dao 

®éng trong ph©n cÊp vµ ®¹i l−îng ph©n cÊp cµng bÐ th× cµng ®óng. Víi dung l−îng 

mÉu Ýt nh− th−êng gÆp ë c¸c chuçi quan tr¾c thuû v¨n sö dông c«ng thøc (1.1) tèt 

h¬nvµ chØ khi dung l−îng sè liÖu nhiÒu míi thùc hiÖn nhãm theo (1.2). 

Khi xÐt tíi ®¼ng thøc ni/n = Pi vµ , c«ng thøc (1.2) cã thÓ dÔ dµng 

chuyÓn vÒ d¹ng: 

n i
i

k

=
=
∑

1

n

x Pi
i

k

i=
=
∑

1

x          (1.3) 

víi Pi - tÇn sè t−¬ng ®èi hoÆc lµ x¸c suÊt thùc nghiÖm . 

Trung b×nh sè häc th−êng xuyªn mang thø nguyªn cña ®¹i l−îng ®o ®¹c mµ 

ta tÝnh to¸n. 
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XÐt c¸c ®Æc tr−ng c¬ b¶n cña trung b×nh sè häc . 

1. Tæng ®é lÖch mäi sè liÖu quan tr¾c víi trung b×nh sè häc b»ng 0. 

i

n

ix x
=
∑ − =

1

0( )         (1.4) 

TÝnh chÊt nµy cña trung b×nh sè häc th−êng ®−îc sö dông ®Ó kiÓm tra tÝnh 

®óng ®¾n cña tÝnh to¸n ®é lÖch cña sè liÖu quan tr¾c so víi trung b×nh sè häc. 

2. Tæng b×nh ph−¬ng ®é lÖch c¸c thµnh cña chuçi víi trung t©m biÓu diÔn d−íi 

d¹ng trung b×nh sè häc ®¹t cùc tiÓu so víi tæng t−¬ng tù so víi mét sè a bÊt 

kú  a x≠  

S x x
i

n

i= − =
=
∑

1

2( ) min.       (1.5) 

3. Trung b×nh sè häc cña chuçi nhËn ®−îc b»ng c¸ch trén c¸c nhãm thèng kª 

®ång nhÊt t¹o ra gi¸ trÞ trung b×nh träng l−îng cña c¸c trung b×nh ®−a vµo 

trong tÝnh to¸n  víi träng sè b»ng gi¸ trÞ tÝnh theo dung l−îng c¶ tËp trén. 

x
n x

n

k k
k

m

ki
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m= =
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∑

∑
1

1

        (1.6) 

TÝnh chÊt nµy cña trung b×nh sè häc th−êng ®−îc sö dông khi tÝnh 

to¸n c¸c ®¹i l−îng trung b×nh n¨m cña c¸c ®Æc tr−ng thuû v¨n theo c¸c gi¸ trÞ 

th¸ng cña chóng. XÐt ®Õn tÝnh kh«ng ®Òu sè ngµy trong c¸c th¸ng gi¸ trÞ 

trung b×nh n¨m cÇn ®−îc x¸c ®Þnh nh− trung b×nh träng l−îng theo sè ngµy 

trong mçi th¸ng. Tuy nhiªn khi chó ý tíi sù thay ®æi kh«ng lín sè ngµy trong 

th¸ng (tõ 28 ®Õn 31) ta cã trong tr−êng hîp nµy trung b×nh sè häc tÝnh tõ c¸c 

gi¸ trÞ trung b×nh th¸ng kh«ng kh¸c mÊy so víi gi¸ trÞ trung b×nh träng l−îng 

theo sè ngµy trong c¸c th¸ng. Trong tr−êng hîp kh¸c nhau nhiÒu dung l−îng 

cña c¸c tËp trén viÖc x¸c ®Þnh trung b×nh nhÊt ®Þnh ph¶i tu©n thñ theo trung 

b×nh träng l−îng cña mçi tËp riªng. 

Trung b×nh sè häc ¸p dông cho mäi chuçi biÕn ®æi bÊt kú nµo ®Òu b¶o 

tån ý nghÜa cña tham sè thèng kª . tuy nhiªn nÕu t−¬ng quan víi tËp cã ®¹i 

l−îng biÕn ®æi, theo b¶n chÊt nã kh«ng cã mét gi¸ trÞ h»ng sè nµo, khi ®ã vai 
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trß cña trung b×nh sè häc còng h¹n chÕ, th× trong tr−êng hîp ®ã, khi chuçi 

thèng kª ®−îc t¹o thµnh do sù thay ®æi mét vµi ®¹i l−îng cã gi¸ trÞ kh«ng ®æi 

vÒ nguyªn t¾c, trung b×nh sè hcä ®−îc coi nh− lµ gi¸ trÞ gÇn ®óng cña ®¹i 

l−îng ®ã. ThÝ dô nh− trong quan hÖ cña tËp trung b×nh n¨m, cùc ®¹i vµ cùc 

tiÓu vµ c¸c l−u l−îng n−íc ®Æc tr−ng kh¸c ®¹i l−îng trung b×nh sè häc cã thÓ 

coi nh− mét tham sè thèng kª bëi v× trong tr−êng hîp nµy chØ xÐt c¸c ®¹i 

l−îng vÒ nguyªn t¾c kh«ng cã mét gi¸ trÞ kh«ng ®æi nµo hÕt. 

T−¬ng tù, gi¸ trÞ trung b×nh cña l−u l−îng n−íc thay ®æi trong thêi 

®o¹n chÕ ®é kh«ng dõng nh− trong nh¸nh lªn cña lò xu©n kh«ng thÓ coi nh− 

lµ gi¸ trÞ gÇn ®óng víi gi¸ trÞ thùc. 

Mét vÝ dô kiÓu kh¸c cã thÓ xÐt tr−êng hîp ®o l−u l−îng n−íc trong 

s«ng ngßi trong giai ®o¹n kiÖt æn ®Þnh khi gi¸ trÞ l−u l−îng kh«ng thay ®æi 

trong thêi gian ®o. 

Th−êng xuyªn lÆp l¹i ®o ®¹c ta ®−îc tËp c¸c ®¹i l−îng mµ gi¸ trÞ trung 

b×nh sÏ ®−îc coi lµ tham sè thèng kª cña chuçi trong d¹ng gÇn ®óng nhÊt víi 

gi¸ trÞ thùc cña l−u l−îng n−íc trong thêi ®o¹n ®ang xÐt. 

TÝnh chÊt nªu trªn cña trung b×nh sè häc ®−îc sö dông nh− lµ ®¸nh gi¸ 

gia nhËp khu gi÷a trªn ®o¹n d«ng nh− lµ hiÖu l−u l−îng n−íc ®o ë hai tr¹m 

thuû v¨n . Víi khaáng c¸ch kh«ng lín gi÷a hai tuyÕn ®o hiÖu nµy ®−îc coi lµ 

kh«ng ®¸ng kÓ so víi sai sè ®o dd¹c l−u l−îng n−cí vµ do vËy kh«ng tin cËy. 

§Ó t¨ng ®é tin cËy cña c¸c ®¸nh gi¸ t−¬ng tù th−êng ®o mét sè lÇn l−u l−îng 

n−íc trong mçi tuyÕn ®o trong kho¶ng mét thêi gian t−¬ng ®èi ng¾n, trong 

giíi h¹n ®ã sù thay ®æi thùc cña l−u l−îng n−íc cã thÓ coi lµ kh«ng ®¸ng kÓ. 

Khi ®ã trung b×nh sè häc trªn mçi tuyÕn ®o lµ gi¸ trÞ x¸c suÊt nhÊt cña gi¸ trÞ 

ch©n lý l−u l−îng n−íc cßn hiÖu gi÷a chóng nh− lµ ®¹i l−îng ®ñ tin cËy cña 

gia nhËp khu gi÷a. 

Râ rµng ë møc ®é mµ ®iÒu kiÖn h×nh thµnh l−u l−îng n−íc kh«ng ph¶i 

lµ dõng, c¸c kÕt luËn nªu trªn kh«ng cã ý nghÜa. Khi ®¸nh gi¸ kh¶ n¨ng cña 

thñ thuËt ®· nªu tÊt nhiªn ph¶i hiÓu lµ ®é chÝnh x¸c cña trung b×nh nhËn ®−îc 

kh«ng thÓ cao h¬n ®é chÝnh x¸c cña c¸c ®o ®¹c ®−cî øng dông vµ ®é chÝnh 

bx¸c cña dông cô ®o. 

TÝnh trung b×nh sè häc theo c«ng thøc (1.1) hoÆc (1.2) th−êng kh«ng 

gÆp khã kh¨n vµ cho nªn chØ dÉn ra c¸c kÕt qu¶ tÝnh to¸n cuèi cïng. VËy 
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trung b×nh sè häc tõ chuçi c¸c l−u l−îng n−íc trung b×nh n¨m s. Dnhepr t¹i 

Loxmanskaia Kamenka tÝnh theo c«ng thøc (1.1) lµ 1642 m3/s, cßn theo c«ng 

thøc (1.2) :1651 m3/s; Nh− ®· thÊy tÝnh to¸n trung b×nh sè häc theoc¸c c«ng 

thøc trªn hÇu nh− trïng nhau v× g¾n víi dung l−îng quan tr¾c lín 145 n¨m. 

Trung b×nh ®é cao cña bÒ mÆt ®Çm lÇy so víi mùc n−íc ngÇm tÝnh 

theo c«ng thøc (1.2) lµ 16,06 cm. 

Víi dung l−îng tÝnh to¸n lín hiÖn nay trung b×nh sè häc còng nh− c¸c 

tham sè thèng kª kh¸c cña chuçi th−êng tÝnh trªn m¸y tÝnh ®iÖn tö. Do ®é dµi 

h¹n chÕ cña chuçi quan tr¾c thuû v¨n kh«ng thÓ t¨ng theo ý muèn cña nhµ 

thuû v¨n b»ng c¸ch tiÕn hµnh thùc nghiÖm bæ sung, trong tÝnh to¸n thuû v¨n 

th−êng thùc hiÖn viÖc dÉn trung b×nh sè häc nhËn ®−îc theo mÉu quan tr¾c 

h¹n chÕ vÒ thêi ®o¹n dµi. c¸c ph−¬ng ph¸p nh− vËy ®−îc tr×nh bµy trong 

ch−¬ng 6.  

DÉn vÒ thêi ®o¹n dµi c¸c gi¸ trÞ trung b×nh sè häc theo chuçi quan tr¾c 

nhiÒu n¨m cña mét ®Æc tr−ng thuû v¨n nµy hoÆc kia ®−îc gäi lµ chuÈn. 

NÕu trong qu¸ tr×nh h×nh thµnh dßng ch¶y s«ng ngßi b¾t ®Çu t¸c ®éng 

cña mét nh©n tè nµo ®ã ch−a ®−îc tÝnh ®Õn nh− ho¹t ®éng kinh tÕ trªn l−u 

vùc th× nã cÇn ®−îc tÝnh vµ ®−îc hiÖu chØnh t−¬ng øng trung b×nh sè häc cña 

giai ®o¹n tiÕp theo - giai ®o¹n vËn hµnh c«ng tr×nh. 

C¸c tÝnh chÊt bæ sung gi¸ trÞ trung b×nh sè häc cña mÉu nhËn ®−îc tõ 

mét tËp chung nµo ®ã s÷ ®−îc xÐt trong ch−¬ng 5. ë ®©y chØ nhËn xÐt r»ng 

trung b×nh cña chuçi quan tr¾c thèng kª víi tÝnh kh«ng thay ®æi cña c¸c ®iÒu 

kiÖn h×nh thµnh nã vµ khi t¨ng sè thµnh viªn cña mÉu tíi trung b×nh chung 

cña tËp, hoÆc tiÕn ®Õn kú väng to¸n häc . 

Nh− vËy, gi¸ trÞ trung b×nh sè häc cña chuçi quan tr¾c thèng kª lµ 

tham sè mµ  xung quanh nã thùc hiÖn dao ®éng cña chuçi thèng kª ®· cho, 

hoÆc nh− th−êng nãi lµ tham sè trung t©m nhãm sè liÖu thèng kª.  

Nãi chung, kh¸i niÖm  kú väng to¸n häc ¸p dông trong  c¸c gi¶ thiÕt 

thuû v¨n  lµ trõu t−îng to¸n häc v× chuçi quan tr¾c thuû v¨n cã ®é dµi v« h¹n 

kh«ng tån t¹i. Ngoµi ra, xuÊt ph¸t tõ c¸c h×nh ¶nh vËt lý hoÆc h×nh ¶nh chung 

cña sù h×nh thµnh dßng ch¶y s«ng ngßi còng kh«ng nªn x¸c ®Þnh kú väng 

to¸n häc . TÝnh ®iÒu kiÖn cña thuËt ng÷ kú väng to¸n häc cµng s©u s¾c cßn 
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bëi trong thiªn nhiªn nãi chung, vµ trong dao ®éng dßng ch¶y s«ng ngßi nãi 

riªng, ta biÕt ®−îc h−íng cña sù thay ®æi. Cho nªn nãi  vÒ kú väng to¸n häc 

nh− cña dßng ch¶y n¨m trong c¸c tÝnh to¸n thiÕt kÕ th−êng ®−îc hiÓu lµ 

trung b×nh sè häc kh«ng phaØ cho thêi ®o¹n v« h¹n  mµ chØ cã hµng chôc 

hoÆc hµng tr¨m n¨m. Trong tr−êng hîp nh− thÕ nãi mét c¸ch nghiªm tóc 

kh«ng nªn sö dông thuËt ng÷ “ kú väng to¸n häc “. 

1.5 Trung vÞ (sè gi÷a) 

Sau trung b×nh sè häc trung vÞ lµ ®Æc tr−ng trung t©m nhãm quan träng tiÕp 

theo, nã b»ng gi¸ trÞ cña thµnh viªn chuçi biÕn ®æi n»m ë vÞ trÝ gi÷a trong tr−êng 

hîp chuçi ®−îc s¾p xÕp theo trËt tù t¨ng hoÆc gi¶m dÇn. 

NÕu sè thµnh viªn cña chuçi xi lµ lÎ vµ b»ng 2m+1 th× trung vÞ chuçi nµy lµ 

thµnh viªn  xm+1  trong chuçi ®· s¾p xÕp (t¨ng hoÆc gi¶m dÇn) cña tµi liÖu quan tr¾c, 

tøc lµ: 

Me = Xm+1         (1.7) 

NÕu sè thµnh viªn cña chuçi xi lµ ch½n, t¸c lµ 2m th× trung vÞ ®−îc coi lµ 

nhËn gi¸ trÞ trung b×nh gi÷a c¸c gi¸ trÞ trung t©m cña ®¹i l−îng chuçi ®· s¾p xÕp: 

Me x xm m= + +
1
2 1( ).        (1.8) 

X¸c ®Þnh trung vÞ theo sè liÖu thùc nghiÖm th−êng kh«ng khã, ®Æc biÖt khi 

chuçi quan tr¾c kh«ng dµi. Thùc vËy, ®Ó lµm ®iÒu nµy cÇn s¾p xÕp chuçi theo trËt tù 

gi¶m (hoÆc t¨ng) dÇn vµ chän thµnh viªn chÝnh gi−· trong tr−êng hîp sè thµnh viªn 

chuçi lÎ vµ hai thµnh viªn gi−a (tÝnh gi¸ trÞ trung b×nh cña chóng) nÕu chuçi cã sè 

thµnh viªn lµ ch½n. ThÕ nªn trung vÞ cña chuçi l−u l−îng n−íc trung b×nh n¨m s. 

Dnhepr t¹i Loxmanskaia Kamenka sau khi s¾p xÕp chuçi nµy gi¶m dÇn lµ 1620 

m3/s. 

Trong tr−êng hîp sè liÖu quan tr¾c ®−îc nhãm trung vÞ tÝnh theo c«ng thøc 

gÇn ®óng sau: 

Me N
h n S

m
= −

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2 ,        (1.9) 
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víi N1 - ®iÓm cuèi cña kho¶n gi÷a, h - kÝch th−íc kho¶ng, n- sè thµnh viªn 

cña chuçi, S - tÇn sè tÝch luü ®Õn gi¸ trÞ N1; m- sè tr−êng hîp trong kho¶ng. 

TÝnh to¸n  trung vÞ theo c«ng thøc ®· cho cµng chÝnh x¸c khi ph©n bè sè liÖu 

quan tr¾c trong kho¶ng gi÷a cµng ®Òu. Trung vÞ ®èi víi chuçi dßng ch¶y n¨m s. 

Dnhepr, tÝnh theo c«ng thøc (1.9) sÏ b»ng: 

Me m s= −
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=1699

200 145
2

63

25
1623 3 / .  

TiÕn hµnh tÝnh to¸n trung vÞ sè liÖu nhãm vÒ ®Þa h×nh ®Çm lÇy ®· dÉn trªn: 

N1=16; h=2; n=903; S=422; m=144. ThÕ c¸c gi¸ trÞ nµy vµo c«ng thøc (1.9), ta cã: 

Me cm= −
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=16

2 903
2

422

144
15 6, .  

Tõ c¸c tÝnh to¸n ®−a ra thÊy r»ng gi¸ trÞ trung vÞ, kh¸c víi trung b×nh sè häc, 

lµ ®−îc x¸c ®Þnh chØ bëi ®¹i l−îng gi÷a hay lµ hai gi¸ trÞ n»m gi÷a chuçi ph©n bè 

theo trËt tù gi¶m dÇn mµ kh«ng phô thuéc vµo c¸c thµnh viªn cßn l¹i  cña chuçi. 

Nãi c¸ch kh¸c lµ  trung vÞ kh«ng thay ®æi nÕu nh− gi¸ trÞ bÊt kú nµo cña biªn 

nhá h¬n trung vÞ thay ®æi tho¶i m¸i nÕu vÉn b¶o tån tÝnh chÊt nhá h¬n Me, vµ mäi 

thµnh viªn lín h¬n Me còng thay ®æi tuú thÝch  trong kho¶ng lín h¬n Me. Sù thay 

®æi nh− vËy chØ t¸c ®éng lªn gi¸ trÞ trung b×nh sè häc. TÝnh chÊt nµy cña trung vÞ 

®−îc sö dông mét c¸ch hîp lý h¬n so víi trung b×nh sè häc trong tr−êng hîp khi c¸c 

thµnh viªn cuèi cña chuçi kh«ng chÝnh x¸c vµ kÐm tin cËy. Nh−ng trung vÞ so víi 

trung b×nh sè häc còng cã nh−îc ®iÓm lµ kh«ng dÔ cho b»ng c¸c phÐp gi¶i tÝch, 

ch¼ng h¹n nh− ®èi víi nã kh«ng thÓ sö dông ®Þnh lý céng. 

VËy khi trén hai chuçi víi nhau kh«ng thÓ nãi g× vÒ trung vÞ cña chuçi tæng 

céng mÆc dï ®· biÕt trung vÞ chuçi thµnh phÇn v×  kh«ng thÓ tÝnh ®−îc tõ  chóng.  

§õng vu«ng gãc t¹i ®iÓm t−¬ng øng víi gi¸ trÞ trung vÞ víi trôc cña ®¹i l−îng 

biÕn ®æi chia biÓu ®å ra hai phµan b»ng nhau. 

NhËn xÐt kh«ng chøng minh tÝnh chÊt c¬ b¶n cña trung vÞ lµ tæng c¸c gi¸ trÞ 

®é lÖch tuyÖt ®èi c¸c thµnh viªn cña chuçi thèng kª víi trung vÞ lµ cùc tiÓu so víi 

tæng t−¬ng tù ®−îc cÊu thµnh tõ bÊt kú gi¸ trÞ nµo cña chuçi kh¸c Me. 
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1.6 Sè ®«ng (mod) 

Sè ®«ng ®−îc gäi lµ ®¹i l−îng x¸c suÊt nhÊt (th−êng hay gÆp nhÊt) trong 

chuçi thèng kª ®· cho. Nãi c¸ch kh¸c sè ®«ng lµ tung ®é lín nhÊt cña ®−êng cong 

ph©n bè trong tr−êng hîp ph©n bè mét ®Ønh. Trong tr−êng hîp tæng qu¸t ®−êng 

cong ph©n bè cã thÓ cã mét sè ®Ønh vµ t−¬ng øng nã cã mét vµ sè ®«ng. 

X¸c ®Þnh sè ®«ng qua gi¸ trÞ cùc ®¹i cña ®−êng cong ph©n bè - lµ bµi to¸n 

kh¸ phøc t¹p, cßn víi chuçi quan tr¾c kh«ng lín th× hÇu nh− kh«ng thùc hiÖn ®−îc. 

Gi¸ trÞ gÇn ®óng cña sè ®«ng cã thÓ coi lµ ®iÓm gi÷a cña kho¶ng cã tÇn sè cùc ®¹i 

víi sè liÖu quan tr¾c ®−îc nhãm. ThÕ nªn ®èi víi l−u l−îng n−íc trung b×nh s. 

Dnhepr t¹i Loxmanskaia Kamenka Mo = 1600 m3/s, cßn ®èi víi mÆt vi c¶nh quan 

Mo = 19,5 cm. 

§èi víi ph©n bè mét ®Ønh vµ kh«ng qu¸ bÊt ®èi xøng sè ®«ng cã thÓ tÝnh theo 

®¼ng thøc gÇn ®óng cña K. Piecson : 

Mo x Me x= + −3( ).         (1.10) 

Gi¸ trÞ sè ®«ng tÝnh theo c«ng thøc nµy ®èi víi l−u l−îng n−íc trung b×nh 

n¨m b»ng 1576 m3/s, ®èi víi bÒ mÆt vi c¶nh quan®Çm lÇy  lµ 26,3 cm. 

Sö dông sè ®«ng cóng nh− trung vÞ hîp lý khi ph©n tÝch c¸c ph©n bè cùc bÊt 

®èi xøng, khi mµ gi¸ trÞ trung b×nh tham sè ®¹i diÖn ®Çy ®ñ cña ph©n bè vµ cÇn ®−îc 

bæ sung bëi trung vÞ vµ sè ®«ng. 

1.7 Trung b×nh nh©n vµ trung b×nh ®iÒu hoµ. 

§«i khi v× môc ®Ých nhËn ®−îc sù phï hîp nhÊt qui luËt ph©n bè chuçi thùc 

nghiÖm vµ mét vµi s¬ ®å thèng kª (lý thuyÕt)  ng−¬× ta thùc hiÖnviÖc biÕn ®æi ®¹i 

l−îng tËp thùc nghiÖm. Ng−êi ta th−êng sö dông logarit ho¸ ®¹i l−îng chuçi ban 

®Çu cho biÕn ®æi nh− vËy. Trong tr−êng hîp ®ã thÕ vµo chç c¸c ®¹i l−îng ban ®Çu 

x1, x2, x3, ..., xn cÊu t¹o chuçi gåm lgx1, lgx2, lgx3, ..., lgxn. Trung b×nh sè  häc cña 

chuçi míi b»ng: 

lg (lg lg lg ... lg ).G
n

x x x xn= + + + +
1

1 2 3      (1.11) 

HÖ thøc (1.11) ®−îc nhËn b»ng c¸ch logarit ho¸  biÓu thøc ban ®Çu cã 

d¹ng: 
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G x x x x n
n= 1 2 3 . . . ,         (1.12) 

thÓ hiÖn lµ gi¸ trÞ trung b×nh nh©n cña biÕn x nhËn c¸c gi¸ trÞ d−¬ng x1, x2, x3, 

..., xn. 

Tõ c¸c hÖ thøc (1.11) vµ (1.12) suy ra r»ng logarit cña trung b×nh nh©n (G) 

b»ng trung b×nh sè häc cña logarit gi¸ trÞ c¸c ®¹i l−îng chuçi thèng kª ®ang xÐt. 

Nh− ®· chøng minh trong to¸n häc thèng kª [111]. trung b×nh nh©n lu«n nhá 

h¬n trung b×nh sè häc. 

Mét trong c¸c h×nh thøc biÕn d¹ng chuçi ban ®Çu cña tËp thèng kª ng−êi ta  

biÕn  tËp c¸c ®¹i l−îng d−¬ng x1, x2, x3, ..., xn thµnh chuçi d¹ng 
1 1 1 1

1 2 3x x x xn

, , , ... , .  

Gi¸ trÞ trung b×nh sè häc cña chuçi biÕn h×nh trªn b»ng: 

1 1 1 1 1 1

1 2 2H n x x x x n

= + + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟. . . ,  

tõ ®ã: 

H n

x x x xn

=
+ + + +

1 1 1 1

1 2 3

...
.        (1.13) 

§¹i l−îng H víi gi¸ trÞ nghÞch ®¶o cña nã bµng trung b×nh sè häc c¸c gi¸ trÞ 

nghÞch ®¶o cña biÕn x ®−îc gäi lµ trung b×nh ®iÒu hoµ cña ®¹i l−îng x. 

Mét sè vÝ dô vÒ biÕn ®æi logarit chuçi ban ®Çu vµ sö dông trung b×nh ®iÒu 

hoµ trong tÝnh to¸n thuû v¨n ®−îc xÐt ë ch−¬ng 2. 

Nh− vËy, gi¸ trÞ trung b×nh ( gi¸ trÞ trung b×nh sè häc, trung vÞ, sè ®«ng vµ 

v.v..) lµ c¸c ®Æc tr−ng mµ xung quanh chóng thùc hiÖn viÖc nhãm c¸c chuçi biÕn ®æi 

hoÆc th−êng gäi lµ c¸c trung t©m nhãm. Gi¸ trÞ trung b×nh m« t¶ mét sè tÝnh chÊt 

quan träng cña tËp thèng kª nh−ng ch−a ph¶i lµ c¸c ®Æc tr−ng toµn diÖn cña chóng. 

Thùc vËy cã thÓ t−ëng t−îng r»ng cã hai chuçi ®¹i l−îng gi¸ trÞ trung b×nh cña 

chóng b»ng nhau, cßn tÝnh chÊt ph©n t¸n t−¬ng ®èi cña chóng kh¸c nhau. Ch¼ng h¹n 

nh− gi¸ trÞ trung b×nh cña mùc n−íc trong mét thuû vùc kÝn víi sãng m¹nh vµ sãng 

yÕu cã cïng mét trÞ sè. Tuy nhiªn tÝnh chÊt dao ®éng mùc n−íc víi nhiÒu lÇn ®o sÏ 
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kh¸c nhau. Do v©þ ®Ó m« t¶ c¸c tËp t−¬ng tù cÇn ph¶i xÐt c¸c ®Æc tr−ng møc ®é 

ph©n t¸n mµ ta sÏ bµn tíi ë bµi sau.  

1.8 C¸c møc ®é ph©n t¸n ®¬n gi¶n nhÊt. 

Th−íc ®o ®é ph©n t¸n (®é biÕn ®æi) ®¬n gi¶n  nhÊt cña chuçi thèng kª lµ biªn 

®é hay lµ hiÖu biÕn ®æi tr−íc khÝ nhãm cña sè liÖu quan tr¾c : 

A = xmax - xmin        (1.14) 

Tõ c«ng thøc nµy suy ra ®èi víi viÖc tÝnh biªn ®é nhÊt ®Þnh ph¶i biÕt gi¸ trÞ 

cùc ®¹i vµ gi¸ trÞ cùc tiÓu cña chuçi quan tr¾c . VËy biªn ®é dao ®éng dßng ch¶y 

n¨m s. Dnhepr t¹i Loxmanskaia Kamenka lµ A = 3040 - 717 = 2323 m3/s. cßn biªn 

®é dao ®éng bÒ mÆt ®Çm lÇy ®ang xÐt  A = 32 - 1 = 31 cm. 

Víi sù t¨ng ®é dµi cña chuçi quan tr¾c biªn ®é dao ®éng chØ cã thÓ t¨ng vµ 

mang tÝnh kh«ng x¸c ®Þnh trong viÖc  sö dông biªn ®é nh− lµ mét ®Æc tr−ng ph©n 

t¸n. §−a hiÖu chØnh trªn sè thµnh viªn cña chuçi khi tÝnh to¸n biªn ®é trong nhiÒu 

tr−êng hîp hoµn toµn kh«ng lµm mÊt tån t¹i ®ã. Ngoµi ra biªn ®é cã dao ®éng ngÉu 

nhiªn lín tõ mÉu nµy sang mÉu kh¸c vµ cµng lµm khã kh¨n khi sö dông nã. Tuy cã 

nh−îc ®iÓm nh− vËy biªn ®é còng ®−îc sö dông trong mét sè tr−êng hîp tuyÕn tÝnh 

thuû v¨n. Ch¼ng h¹n nh− khi ®¸nh gi¸ tÝnh chuÈn x¸c cña c¸c dù b¸o thuû v¨n bªn 

c¹nh c¸c ph−¬ng ph¸p hoµn thiÖn h¬n ®«i khi  cßn sö dông 20% biªn ®é. NÕu hiÖu 

cña ®¹i l−îng dù b¸o vµ thùc tÕ nhá h¬n 1/5 A, th× dù b¸o coi nh− tho¶ m·n, cßn 

ng−îc l¹i - kh«ng tho¶ m·n. 

Ng−êi ta sö dông ®é lÖch trung b×nh tuyÖt ®èi lµm ®Æc tr−ng møc ®é ph©n t¸n 

kh¸c, nã ®−îc tÝnh theo c«ng thøc : 

d
x x

n

i
i

n

=
−

=
∑ ( )

,1         (1.15) 

víi n- sè thµnh viªn cña chuçi xi vµ  i tõ 1 ®Õn n;  x  - gi¸ trÞ trung b×nh sè 

häc. 

Nh−îc ®iÓm lín nhÊt cña ®é lÖch trung b×nh tuyÖt ®èi lµ ë chç khi tÝnh to¸n 

nã kh«ng xÐt dÊu (xi - x  ), g©y khã kh¨n cho sù hoµn thiÖn s¬ ®å tÝnh nã. Sù ®ãng 

gãp cña ®é lÖch lín vµ nhá cña xi so víi x   ®−îc coi lµ b»ng nhau, ®iÒu ®ã lµm gi¶m  

gi¸ trÞ  cña tham sè nµy nh− lµ th−íc ®o møc biÕn ®æi. 
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§¹i l−îng ®é lÖch tuyÖt ®èi trung b×nh ®èi víi dßng ch¶y n¨m s. Dnhepr t¹i 

Loxmanskaia Kamenka b»ng 360 m3/s, cßn ®èi v¬Ý bÒ mÆt vi c¶nh quan ®Çm lÇy - 

3,6cm. 

1.9 §é lÖch qu©n ph−¬ng . Ph−¬ng sai. HÖ sè biÕn ®æi. 

Th−íc ®o ph©n t¸n cña chuçi thèng kª hay sö dông nhÊt  t−¬ng øng víi ®¹i 

l−îng  trung b×nh sè häc cña nã lµ ®é lÖch qu©n ph−¬ng σ xi
,  hay lµ chuÈn: 

σ x

i
i

n

x x

n
=

−
=
∑ ( )2

1         (1.16) 

§é lÖch qu©n ph−¬ng  b¶o l−u thø nguyªn cña chuçi quan tr¾c gèc. 

Trong tr−êng hîp sö dông b¶ng sè liÖu nhãm ®é lÖch qu©n ph−¬ng cã thÓ 

tÝnh theo c«ng thøc : 

σ x

i i
i

k

n x x

n
=

−
=
∑ ( ) 2

1         (1.17) 

víi ni - tÇn sè tuyÖt ®èi chuçi thèng kª trong ®o¹n thø i. 

B×nh ph−¬ng cña ®é lÖch qu©n ph−¬ng gäi lµ ph−¬ng sai. 

Trong nhiÒu tr−êng hîp rÊt cã Ých khi tÝnh ®é lÖch qu©n ph−¬ng trªn c¬ së 

ph−¬ng ph¸p sai ph©n: 

.
)1(2

)(
1

1

2
1

2

−

−
=
∑
−

=
+

∗ n

xx
n

i
ii

σ         (1.18) 

TÝnh to¸n theo c«ng thøc nµy kh«ng ®ßi hái ph¶i tÝnh tr−íc gi¸ trÞ trung b×nh 

sè häc. CÇn nhËn thÊy r»ng ®é m¹nh cña ®é lÖch qu©n ph−¬ng tÝnh theo c«ng thøc 

(1.18) chØ b»ng kho¶ng 2/3  ®é lÖch qu©n ph−¬ng tÝnh theo (1.16). Cho nªn c«ng 

thøc (1.18) th−êng Ýt ®−îc sö dông . Tuy nhiªn nã cã thÎ h÷u Ých khi mµ trong chuçi 

gèc xuÊt hiÖn dao ®éng tuÇn hoµn hoÆc dao ®éng cã h−íng. Trong c¸c tr−êng hîp 

nh− vËy, trong gi¸ trÞ ®é lÖch qu©n ph−¬ng tÝnh theo (1.18) lo¹i trõ ®−îc dao ®éng 
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cña gi¸ trÞ trung b×nh , trong khi ®ã nÕu tÝnh theo (1.16) c¸c dao ®éng cña gi¸ trÞ 

trung b×nh cßn n»m trong ®é lÖch qu©n ph−¬ng. 

XÐt c¸c tÝnh chÊt chung cña ph−¬ng sai 

1. NÕu tæng b×nh ph−¬ng ®é lÖch cña chuçi quan tr¾c xi c¹nh gi¸ trÞ a gäi 

lµ xi  gÇn a  

1 2 2

1n
x ai a

i

n

( )− =
=
∑ σ , 

th× ph−¬ng sai a
2  ®¹t  cùc tiÓu khi a = σ x  . TÝnh chÊt nµy cña ph−¬ng sai 

®−îc xÐt khi m« t¶ tÝnh chÊt cña trung b×nh sè häc. 

σ x
2

2. NÕu mét ®¹i l−îng yi nµo ®ã liªn quan víi xi bëi ph−¬ng tr×nh d¹ng yi 

= axi + b, víi a vµ b - c¸c ®¹i l−îng h»ng sè th× σ , hay nãi c¸ch kh¸c: y a2 2=

σ x i
i

n

n
x b x b2 2

1

1
= − − −

=
∑ ( ) ( 2)  

§¼ng thøc nµy th−êng ®−îc sö dông khi tÝnh ph−¬ng sai. Khi ®ã c¸c h»ng sè 

®−îc chän sao cho hiÖu (xi - b) lµ cùc tiÓu , tøc lµ ®Ó thuËn lîi cho viÖc tÝnh. 

3. XÐt mét tÝnh chÊt rÊt quan träng céng ph−¬ng sai th−êng hay sö dông 

trong tÝnh to¸n thuû v¨n vµ khi xö lý c¸c vÊn ®Ò lý thuyÕt kh¸c nhau cña thèng kª. 

Ph−¬ng sai chung cña tæng k chuçi quan tr¾c cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn x 

b»ng trung b×nh sè häc cña c¸c ph−¬ng sai thµnh phÇn, cÊu t¹o bëi ph−¬ng sai cña 

trung b×nh thµnh phÇn c¹nh trung b×nh tæng céng. 

σ
σ

2

2

1

2

1= +
−

= =
∑ ∑h
h

k

h
h

k

k

x x

k

( )
,         (1.19) 

víi: 
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x x x x
x x x x

x x x x

x x x x

i n

i n

h h hi hn

k k ki kn

h

k

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

1

2

. . . .. .

. . . .. .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

. . . .. .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

. . . .. .

.  

• c¸c chuçi quan tr¾c ban ®Çu; 

x
x

n

i
i

n

1

1
1

1

1

= =
∑

;  x
x

n

i
i

n

2

2
1

2

2

= =
∑

;  ... ; x
x

nk

ki
i

n

k

k

= =
∑

1 ;   

• trung b×nh sè häc cña c¸c tËp thµnh phÇn: 

σ1
2

1 1
2

1

1

1

=
−

=
∑ ( )x x

n

i
i

n

; σ 2
2

2 2
2

1

2

2

=
−

=
∑ ( )x x

n

i
i

n

 ; ... ; σ k

ki k
i

n

k

x x

n

k

2

2

1=
−

=
∑ ( )

  

- ®é lÖch qu©n ph−¬ng cña c¸c tËp thµnh phÇn; n1, n2, ..., nk - dung l−îng c¸c 

tËp thµnh phÇn; x  - trung b×nh chung cho tÊt c¶ quan tr¾c ; σ =

−
=
∑ ( )x x

n

j
j

n
2

1 - ph−¬ng 

sai chung cho tÊt c¶ quan tr¾c, víi j  bao c¶ i=1 ®Õn i=nh vµ tõ h=1 ®Õn h=k; dung 

l−îng chung tÊt c¶ sè liÖu b»ng  n nh
h

k

=
=
∑

1

.

TÝnh chÊt céng ph−¬ng sai cã øng dông thùc tiÔn  khi mét sè ph©n bè ®−îc 

trén vµo mét hoÆc ng−îc alÞ khi mét ph©n bè ®−îc ph©n ra nhiÒu phÇn, ®èi víi 

chóng tÝnh riªng x h  vµ  ch¼ng h¹n nh− trong tÝnh to¸n thuû v¨n  ®«i khi ng−êi 

ta gép vµo mét ph©n bè ®Æc tr−ng thuû v¨n nµy hoÆc kia nhËn ®−îc theo c¸c s«ng 

riªng biÖt (tham sè dßng ch¶y cùc ®¹i hoÆc dßng ch¶y n¨m). Trong tr−êng hîp nh− 

vËy, ph−¬ng sai chung cña chuçi tæng céng cã thÓ ®−îc tÝnh theo c¸c ph−¬ng sai ®· 

biÕt vµ trung b×nh cña chuçi nh©n t¹o víi viÖc sö dông tÝnh chÊt ®· nªu cña phÐp 

céng ph−¬ng sai. 

σ h
2 ,
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Mét sè tÝnh chÊt bæ sung cña ph−¬ng sai mÉu sÏ ®−îc xÐt ë ch−¬ng 5. ë ®©y 

chØ ra mµ kh«ng chøng minh r»ng ph−¬ng sai mÉu kh¸c biÖt cµng Ýt cµng tèt víi 

ph−¬ng sai tËp tæng nÕu sè thµnh viªn quan tr¾c  ®ñ lín. Trong tÝnh to¸n thùc tÕ 

ph−¬ng sai theo chuçi quan tr¾c cÇn sö dông c«ng thøc : 

σ 2

2

1=
−

=
∑ ( )

,
x x

n

i
i

n

         (1.20) 

c«ng thøc nµy cóng ®−a ra mµ kh«ng chøng minh vµ nã cho xÊp xØ tèt nhÊt 

cña ph−¬ng sai mÉu víi ph−¬ng sai tËp tæng, kh«ng cã sai sè hÖ thèng. NhËn thÊy 

r»ng, víi n > 30 hiÖu ®Ýnh h»ng sè dÞch chuyÓn σ  (thÕ vµo n ë mÉu sè lµ n-1) 

kh«ng lín l¾m. tuy nhiªn, khi xÐt ®Õn ®é phøc t¹p cña hiÖu chØnh do dÞch chuyÓn 

 sö dông c«ng thøc (1.20) ch¾c ch¾n h¬n (1.16)-(1.18). 

2

σ 2

Trong tÝnh to¸n thuû v¨n th−êng xuÊt hiÖn nhu cÇu so s¸nh tÝnh biÕn ®æi cña 

c¸c chuçi cÊu t¹o tõ c¸c ®Æc tr−ng thuû v¨n rÊt kh¸c nhau theo gi¸ trÞ . Trong tr−êng 

hîp nµy ®é lÖch qu©n ph−¬ng cña c¸c chuçi  ®ang xÐt lµ kh«ng so s¸nh ®−îc. Ch¼ng 

h¹n nh− ®é lÖch qu©n ph−¬ng cña chuçi l−u l−îng cùc ®¹i trong n¨m cña s. Dnhepr 

t¹i Kiev vµ s. Sor ë Slavgorod sÏ rÊt kh¸c nhau dï r»ng  v× ®¹i l−îng tuyÖt ®èi cña 

c¸c chuçi ®ã rÊt kh¸c nhau. ViÖc so s¸nh ®é biÕn ®æi cña c¸c chuçi nh− vËy thùc 

hiÖn ®−îc nhê hÖ sè biÕn ®æi ( ) lµ tû sè cña ®é lÖch qu©n ph−¬ng vµ gi¸ trÞ trung 

b×nh cña chuçi: 

Cv

C
xvx

x=
σ

         (1.21) 

HÖ sè biÕn ®æi lµ ®Æc tr−ng kh«ng thø nguyªn cña ®é biÕn ®æi chuçi thèng kª 

. §«i khi hÖ sè biÕn ®æi ®−îc biÓu diÔn b»ng phÇn tr¨m víi ®¹i l−îng trung b×nh 

C
xvx

x=
σ

100%. 

Trong tÝnh to¸n thuû v¨n hÖ sè biÕn ®æi hay ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng 

thøc:  

C
k

nvx

i
i

n

=
−

−
=
∑ ( )1

1

2

1          (1.22) 

 47



víi k = xi/ x   - hÖ sè m« ®un. 

BiÓu thøc (1.22) dÔ dµng nhËn ®−îc tõ c¸c biÕn ®æi ®¬n gi¶n sau: 

C
x

x x

n x

x x
x

n

x
x

n

k

nvx
x

i
i

n
i

i

n
i

i

n

i
i

n

= =
−

−
=

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
=

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
=

−

−
= = = =
∑ ∑ ∑ ∑σ

( )

( )

( )2

1
2

1

2

1

2
2

1

1 1

1

1

1

1
 

Trong tr−êng hîp sè liÖu quan tr¾c nhãm biÓu thøc (1.22) cã d¹ng: 

C
n k

nvx

i i
i

m

=
−

−
=
∑ ( )1

1

2

1  

víi ni - tÇn sè tuyÖt ®èi cña ph©n cÊp thø i. 

Gi÷a ®é lÖch trung b×nh tuyÖt ®èi (d) vµ  ®é lÖch qu©n ph−¬ng (σ) trong 

tr−êng hîp nÕu nh− chuçi thèng kª tu©n theo qui luËt ph©n bè chuÈn, ®¼ng thøc sau 

®−îc sö dông : 

d = =
2 0 8
π
σ , σ         (1.24) 

HÖ thøc nµy cã thÓ sö dông ®Ó −íc l−îng gÇn ®óng σ khi biÕt ®é lÖch tuyÖt 

®èi. Tuy nhiªn sai sè −íc l−îng nµy cã thÓ lín nÕu chuçi thèng kª ®ang xÐt lÖch 

nhiÒu so víi ph©n bè chuÈn. 

Mét ®Æc tr−ng quan träng tuy Ýt dïng h¬n (so víi ph−¬ng sai vµ chuÈn) cña 

®é ph©n t¸n chuçi thèng kª t−¬ng øng trÞ trung b×nh cña nã lµ ®é lÖch x¸c suÊt (∆), 

x¸c ®Þnh theo ®¼ng thøc: 

∆ =
−x x25 75

2
         (1.25) 

víi x25 vµ x75 - ®o¹n tø ph©n thø nhÊt vµ thø ba. 

Râ rµng, gi÷a x25 vµ x75 gåm mét nöa thµnh viªn tËp thèng kª . Nãi c¸ch 

kh¸c, gi¸ trÞ ∆, ph©n bè vÒ hai phÝa cña trung vÞ ph©n bè, x¸c ®Þnh biªn mµ trong 

giíi h¹n cña nã gåm mét nöa thµnh viªn chuçi thèng kª. Cho nªn ®èi víi mét thµnh 

viªn lÊy ngÉu nhiªn cña tËp thèng kª x¸c suÊt cã mÆt trong hoÆc ngoµi ®o¹n ®ã. Râ 
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rµng r»ng biªn ®ã bè trÝ cµng gÇn trung vÞ th× ®é ph©n t¸n chuçi thèng kª cµng Ýt 

h¬n. Cho nªn ∆ ®−îc nhËn lµm th−íc ®o ®é ph©n t¸n biÕn cña ph©n bè. §èi víi ®iÒu 

kiÖn ph©n bè chuÈn ∆ g¾n víi σ b»ng hÖ thøc kh«ng ®æi: 

∆ = 0,674σ. 

1.10 BÊt ®èi xøng vµ ®é nhän 

Gi¸ trÞ trung b×nh x¸c ®Þnh c¸c trung t©m nhãm cña c¸c tËp thèng kª còng 

nh− c¸c th−íc ®o ph©n t¸n kh¸c nhau xÐt trong c¸c phÇn trªn vÉn ch−a m« t¶ ®Çy ®ñ 

c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n nhÊt cña chuçi thèng kª.  
H.1.4 §−êng cong ph©n bè x¸c suÊt víi bÊt ®èi xøng d−¬ng (1) vµ ©m (2).  
Cô thÓ lµ mét nÐt ®Æc tr−ng quan träng cña ph©n bè lµ tÝnh bÊt ®èi xøng cña 

nã, tøc lµ sù ph©n t¸n kh¸c nhau c¸c thµnh viªn cña chuçi so víi trÞ trung b×nh hoÆc 

sè ®«ng. Nguyªn do lµ gi÷a c¸c tËp thèng kª cã thÓ  quan s¸t thÊy c¸c tËp cã gi¸ trÞ 

trung b×nh sè häc vµ ph−¬ng sai b»ng nhau, tuy nhiªn tuy nhiªn nhãm  t−¬ng øng 

víi trung t©m ph©n bè cña ®¹i l−îng cÊu t¹o nªn tËp ®ã cã thÓ hoÆc ®èi xøng hoÆc 

bÊt ®èi xøng. 

Coi ®Æc tr−ng ®èi xøng (bÊt ®èi xøng) cña chuçi thèng kª lµ gi¸ trÞ trung b×nh 

cña lËp ph−¬ng ®é lÖch c¸c thµnh viªn chuçi víi gi¸ trÞ trung b×nh sè häc: 

µ 3
3

1

1
= −

=
∑n

x xi
i

n

( ) .         (1.26) 

Khi c¸c thµnh viªn chuçi ph©n bè ®èi xøng so víi trÞ trung b×nh, c¸c gi¸ trÞ vÒ 

phÝa d−¬ng vµ ©m c¸ch ®Òu trÞ trung b×nh b»ng nhau. Trong c¸c tr−êng hîp kh¸c cã 
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thÓ ®é lÖch d−¬ng (n¨m nhiÒu n−íc) co¸ thÓ lÆp nhiÒu h¬n vµ gi¸ trÞ th−êng lÆp nhÊt 

(sè ®«ng) th−êng nhá h¬n gi¸ trÞ trung b×nh . §©y lµ tr−êng hîp bÊt  ®èi xøng 

d−¬ng. (h.1.4, ®−êng cong 1). Trong tr−êng hîp ng−îc l¹i, ta cã bÊt ®èi xøng ©m. 

(h.1.4. ®−êng cong 2). 

§èi víi ®−êng cong (1) ®Æc tr−ng bëi ®Ønh lín h¬n gi¸ trÞ trung b×nh , ®èi víi 

(2) th× cã hÖ thøc ng−îc l¹i. 

H.1.5 S¬ ®å minh ho¹ ¶nh h−ëng cña ®é nhän ®Õn d¹ng cña ®−êng cong ph©n bè.  

NÕu chuçi lµ ®èi xøng, th× ®é lËch lËp ph−¬ng sÏ cã dÊu kh¸c nhau vµ tæng 

cña chóng sÏ b»ng 0. 

Víi bÊt ®èi xøng d−¬ng,  d·y gåm mét lo¹t c¸c thµnh viªn d−¬ng cã gi¸ trÞ 

lín vµ mét lo¹t thµnh viªn  kh¸c cã gi¸ trÞ bÐ, khi lËp ph−¬ng ®é lÖch d−¬ng  ®ã l¹i 

cµng t¨ng nhiÒu h¬n so víi ®é lÖch ©m vµ tæng lËp ph−¬ng ®é lÖch sÏ d−¬ng. 

Víi bÊt ®èi xøng ©m, kÕt qu¶ nh− vËy sÏ cho dÊu ©m. 

§Ó nhËn ®−îc biÓu thøc  v« thø nguyªn ®èi víi ®Æc tr−ng bÊt ®èi xøng cña 

chuçi lÊy  gi¸ trÞ trung b×nh cña lËp ph−¬ng chia cho lËp ph−¬ng cña ®é lÖch qu©n 

ph−¬ng. Th−¬ng sè nµy gäi lµ hÖ sè bÊt ®èi xøng. 

C
x x

ns

i
i

n

=
−

=
∑ ( )

,

3

1
3σ

         (1.27) 

Thay  σ = Cv x  , ta nhËn ®−îc: 
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C
x x

nC x

x x
x

nC

k

nCs

i
i

n

v

i

i

n

v

i
i

n

v

=
−

=

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
−

= = =
∑ ∑ ∑( ) ( )

.

3

1
3 3

3

1
3

3

1
3

1
     (1.28) 

BiÓu tøc (1.28) th−êng ®−îc sö dông trong thùc tiÔn tÝnh to¸n thuû v¨n khi 

x¸c ®Þnh c¸c tham sè cña chuçi thèng kª.  

NhËn thÊy tõ c«ng thøc ®· dÉn, hÖ sè bÊt ®èi xøng lµ ®¹i l−îng v« thø 

nguyªn. 

ThØnh tho¶ng ng−êi ta coi ®Æc tr−ng bÊt ®èi xøng cña ®−êng cong ph©n bè vµ 

hÖ sè nÐn (S), biÓu diÔn qua tø ®o¹n ph©n cña nã bëi hÖ thøc: 

S
x x x

x x
p p

p p

=
+ −

−
−

−

100 50

100

2
,        (1.29) 

víi xp, x100-p, - tung ®é ®−êng cong ®¶m b¶o (tø ®o¹n ph©n) ph©n bè trªn c¸c 

kho¶ng c¸ch b»ng nhau (theo suÊt ®¶m b¶o) tõ trung t©m (trung vÞ) cña ph©n bè 

(x50). 

Khi nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt chung cña chuçi thèng kª ®«i khi xuÊt hiÖn viÖc 

cÇn thiÕt ph¶i so s¸nh møc ®é lµ tr¬n hay ®é nhän cña ®å thÞ ph©n bè x¸c suÊt cña 

tËp ®ang xÐt víi ®−êng cong ph©n bè chuÈn.  Ng−êi ta nhËn tham sè ®é nhän (®é 

gãc) lµm ®Æc tr−ng nh− vËy cho tÝnh chÊt nªu trªn cña ®−êng cong ph©n bè. 

ε =
−

−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−=

=

∑

∑

( )

( )

.
x x

x x

i
i

n

i
i

n

4

1

2

1

2 3        (1.30) 

øng dông víi qui luËt ph©n bè chuÈn, th−¬ng sè n»m trong biÓu thøc ®é nhän 

abõng 3 vµ do vËy ®é nhän sÏ b»ng 0. §é lÖch cña th−¬ng sè nµy vµ 3 chøng tá sù 

kh¸c biÖt vÒ møc ®é nhän (hay lµm tr¬n) cña ®−êng cong ®ang xÐt cu¶ chuçi tjk víi 

qui luËt ph©n bè chuÈn (h.1.5) 

1 - ε >0 ; 2 - ε = 0; 3 - ε < 0; 

Trong thùc tiÔn tÝnh to¸n ®¹i l−îng ®é nhän khi xö lý c¸c ®¹i l−îng thuû v¨n 

th−êng kh«ng ®−îc sö dông v× tham sè nµy x¸c ®Þnh theo chuçi chØ cã vµi chôc 

thµnh viªn hoµn toµn kh«ng chÝnh x¸c. 
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1. 11 M«men c¸c tËp (chuçi) thèng kª. 

Trong c¸c bµi tr−íc ®· xÐt c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n nhÊt cña chuçi thèng kª  - trÞ 

trung b×nh sè häc (kú väng to¸n häc) , th−íc ®o ®é ph©n t¸n (ph−¬ng sai , ®é lÖch 

qu©n ph−¬ng vµ v.v..), møc ®é ®èi xøng (®é bÊt ®èi xøng) vµ ®é nhän ®−îc thÓ hiÖn 

®éc lËp vµ ®¼ng h−íng víi nhau. Gi÷a chóng cßn cã mèi t−¬ng quan liªn hÖ cÊu t¹o 

nªn mét hÖ thèng nhÊt dùa trªn kh¸i niÖm vÒ m«men c¸c chuçi thèng kª. Kh¸i niÖm 

m«men ®−îc ®−a vµo thèng kª trªn c¬ së tõ c¬ häc, n¬i sö dông nã ®Ó ®Æc tr−ng cho 

ph©n bè khèi l−îng (m«men tÜnh, m«men qu¸n tÝnh v.v..). 

Khi m« t¶ c¸c tÝnh chÊt cña tËp thèng kª th−êng hay sö dông m«men d−íi 

hai d¹ng: m«men gèc vµ m«men trung t©m. 

M«men gèc bËc k cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c x lµ biÓu thøc d¹ng: 

α k
k

i

n

n
x=

=
∑1

1
i          (1.31) 

Nh− vËy, m«men gèc bËc k cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn x lµ kú väng to¸n häc 

52mx) hay nãi c¸ch kh¸c lµ gi¸ trÞ trung b×nh ( x  ) bËc k cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

nµy. 

Cô thÓ, víi k = 1 cã m«men gèc bËc 1hay lµ kú väng to¸n häc (gi¸ trÞ trung 

b×nh sè häc) cña biÕn ®ang xÐt . 

M« men trung t©m (µ) bËc k cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn x lµ gi¸ trÞ trung b×nh 

cña ®é lÖch ®¹i l−îng ngÉu nhiªn x víi trung b×nh cña nã (kú väng to¸n häc mx) bËc 

k, tøc lµ: 

µ k
k

i

n

n
x x= −

=
∑1

1

( )         (1.32) 

Râ rµng, víi m«men trung t©m bËc 0, còng nh− m«men gèc bËc 0 b»ng 1, 

cßn m«men trung t©m bËc nhÊt b»ng 0. 

HiÖu gi÷a c¸c gi¸ trÞ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn x vµ kú väng to¸n häc (gi¸ trÞ 

trung b×nh ) trong thèng kª gäi lµ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn trung t©m. 

x x x
o
= −  
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Sö dông kh¸i niÖm nµy cho phÐp x¸c ®Þnh m«men trung t©m bËc k cña ®¹i 

l−îng ngÉu nhiªn x ng¾n gän h¬n, nh− lµ kú väng to¸n häc (trÞ trung b×nh) cña ®¹i 

l−îng trung t©m luü thõa bËc k. 

µ k
k

o

i

n

n
x=

=
∑1

1

        (1.33) 

HÖ thøc gi÷a c¸c tham sè  thèng kª  c¬ b¶n ®· xÐt tr−íc víi c¸c m«men tËp 

thèng kª ®−îc dÉn ë b¶ng 1.4. 

B¶ng 1.4 BiÓu thøc  c¸c tham sè x  ,  , CCv s qua c¸c m«men . 

Tham sè cña tËp thèng kª  BiÓu thøc tham sè qua m«men  

Gi¸ trÞ trung b×nh sè häc x   

Kú väng to¸n häc  mx

M«men gèc bËc nhÊt α1

Ph−¬ng sai σ2 M«men trung t©m bËc hai µ2

§é lÖch qu©n ph−¬ng (chuÈn) σ C¨n bËc hai cña m«men trung t©m µ 2  

HÖ sè biÕn ®æi    Cv C¨n bËc hai cña m«men trung t©m chia 

cho m«men gèc bËc nhÊt 
µ

α
2

1

 

HÖ sè bÊt ®èi xøng Cs M«men trung t©m bËc ba chia cho lËp 

ph−¬ng ®é lÖch qu©n ph−¬ng 
µ
σ

µ
µ

3
3

3

2
3 2= /  

§é nhän ε Th−¬ng sè (M«men trung t©m bËc bèn 

chia cho ®é lÖch qu©n ph−¬ng luü thõa 

bèn)  trõ  ®i ba 
µ
σ

µ
µ

4
4

4

2
23 3− = −  

ë d¹ng chung nhÊt m«men cã thÓ ®−îc xem kh«ng chØ t−¬ng øng víi gèc to¹ 

®é  (m«men gèc) hay  hay kú väng to¸n häc (m«men trung t©m) mµ cã thÓ lµ mét 

®iÓm a bÊt kú: 
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γ k i
k

i

n

n
x a= −

=
∑1

1

( )        (1.34) 

Râ rµng, víi a = 0 biÓu thøc (1.34) trïng víi m«men gèc , cßn a = x   trïng 

víi kh¸i niÖm m«men trung t©m. §«i khi víi c¸c tÝnh to¸n thùc nghiÖm nh−ng chñ 

yÕu lµ víi ph©n tÝch lý thuyÕt qui luËt ph©n bè c¸c tËp thèng kª m«men trung t©m 

cÇn ®−îc biÓu diÔn qua m«men gèc hoÆc m«men  so víi ®iÓm a bÊt kú. BiÓu thøc   

g¾n m«men trung t©m bËc k (µk) víi m«men k t−¬ng øng gèc bÊt kú a (γk), ®Ô dµng 

nhËn ®−îc tõ biÓu thøc sau: 

[ ]µ k i
k

i

n

i
k

i

n

i
k

k i
k

i

n

k i
k

k i
k S

k
S

i
k S S

k
k
k

i
k k k

n
x x

n
x a x a

n
x a C x a x a

C x a x a C x a x a C x a x a
C x a x a x a

= − = − − − = − − −

+ − − − − − + + − − − + +

+ − − − + − −

= =

−

=

− − −

− − −

∑ ∑ ∑1 1 1

1
1 1

1 1

1 1

1
2 2 2 3 3 3

1 1 1

( ) ( ) ( ) [( ) ( ) (

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ...
( ) ( )( ) ( ) ( ) ]

− )

 

           (1.35) 

víi  - sè kÕt hîp tõ  k theo S ( S = 1, 2, 3, ... , k). Ck
S

 Khai triÓn ngoÆc vu«ng tõ ph−¬ng tr×nh (1.35 ) vµ biÓu thøc ®èi víi m«men 

bËc nhÊt t−¬ng øng ®iÓm a: 

γ 1
1 11

1 1 1
= − = − =

= ==
∑ ∑∑n

x a
n

x
n

a x ai
i

n

i
i

n

i

n

( ) − ,

k

 

Cuèi cïng ta thu ®−îc: 

µ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γk k k k k k k k
k

k
k

k
k kC C C C= − − + − − − + + − − + −− − −1

1 1
2

2 1
2 3

3 1
3 1 1

2 1
1

11 1... ( ) ( ) .  

           (1.36) 

Khi nghiªn cøu tËp thèng kª c¸c ®¹i l−îng thuû v¨n m«men cao h¬n bËc bèn, 

vµ thùc hiÖn c¸c tÝnh to¸n thùc nghiÖm m«men cao h¬n bËc ba th−êng kh«ng ®−îc 

sö dông bëi sai sè tÝnh to¸n c¸c m«men nµy rÊt lín. Sù xuÊt hiÖn sai sè ®¸ng kÓ khi 

x¸c ®Þnh m«men tõ bËc ba trë ®i lµ hÖ qu¶ cña chuçi quan tr¾c vÒ c¸c ®Æc tr−ng thuû 

v¨n kh«ng dµi. 

 Sö dông biÓu thøc chung (1.36) ®Ó nhËn c«ng thøc g¾n bèn m«men trung t©m 

®Çu tiªn (µ) víi m«men t−¬ng øng ®iÓm bÊt kú a - (γ). Khi ®ã cÇn tÝnh tíi: 
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µ

µ

0
0

1

1
1

1

1 1

1 0

= − =

= − =

=

=

∑

∑

n
x x n

n

n
x x

i
i

n

i
i

n

( )

( ) .
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Khi ®ã: 

µ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ

µ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ

µ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ

2 2 2
1

1 1 2
2

0 1
2

2 1
2

1
2

2 1
2

3 3 3
1

2 1 3
2

1 1
2

3
3

0 1
3

3 2 1 1
3

1
3

3 3 2 1
3

4 4 4
1

3 1 4
2

2 1
2

4
3

1 1
3

4
4

0 1
4

4 3 1 2 1
2

1
4

2
3 3 3 2

4 6 3

= − + = − + = −

= − + − = − + − = − +

= − + − + = − + −

C C
C C C

C C C C

,
,

.

 

T−¬ng  tù , cã thÓ x©y dùng biÓu thøc chung ®Ó g¾n c¸c m«men trung t©m (µ) 

vµ gèc (α), nã cã d¹ng: 

µ α α α α α α α α αk k k k k k k k
k

k
k k kC C C C= − + − + + − + −− − −

− − −1
1 1

2
2 1

2 3
3 1

3 1 1
1

1
11 1... ( ) ( )  (1.37) 

BiÓu thøc chung nµy ®èi víi bèn m«men trung t©m ®Çu tiªn viÕt d−íi d¹ng: 

µ0 = 1 

µ1 = 0 

µ2 = α2 - α1
2 

µ3 = α3 - 3α2α1 + 2α1
3

µ4 = α4 - 4α3α1 + 6α2α1
2 - 3α1

4      (1.38) 

TiÕp theo, ®«i khi ®Ó hoµ ®ång chØ sè sö dông trong thuû v¨n cã thÓ ký hiÖu 

m«men b»ng ch÷ c¸i m. 

Khi x¸c ®Þnh l−u l−îng n−íc trung b×nh n¨m nhËn ®−îc víi c¸c ®o¹n ®−êng qu¸ 

tr×nh dßng ch¶y kh¸c nhau , c¸c tham sè ph©n bè (m«men mÉu) cã thay ®æi chót Ýt. 

VÊn ®Ò nµy ®−îc G.G. Svanhide vµ A.N. Kilasonia [127, 128] nghiªn cøu kh¸ chi 

tiÕt. 
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